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Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

cos(z) cos(y) = %(cos(m —y) +cos(z +y))

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(x) cos(y) = %(sin(x —y) +sin(x +y))

tan(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)

tan(z +y) =

Integralkatalog
o+l 1
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Ovrigt

_ ffo zp(z,y, z) dedydz

, analogt for yr, zr.

Masscentrum (z7, yr, z7) for Q ges av zp =

p(x,y, z) dr densiteten.

fffg p(z,y, z) dedydz



Anonym kod

sid.nummer

MVEO085 Flervariabelanalys 2015-09-26

Poiéng

Godkiantdelen: del 1

1. Till nedanstaende deluppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

i. Ange om foljande pastaende om en godtycklig funktion f : R? — R #r sant eller

falskt.
Pastaende: Om f(x,y) har ett grinsvirde L da (x,y) — (a,b) sa gdller att
f(a,b) = L.

Svar: Fualskt.

(For att f(a,b) skall vara lika med grinsvirdet L da (x,y) — (a,b) sa krdvs att
f &r kontinuerlig i (a,b).)

ii. Lat f : R?> — R vara en differentierbar funktion. Vilket eller vilka av foljande
pastaenden &r sanna? Ni far ringa in maz tre alternativ (bokstéver); for fler dn
tre angivna alternativ blir det 0 podng. Varje rétt svar ger 0.5p.

A
B
C

G

Gradienten till Jacobianen av f i en punkt (a,b) &r Hessianen av f i (a,b).
Jacobianen till gradienten av f i en punkt (a,b) dr Hessianen av f i (a,b).
Jacobianen kan ses som en “flervariabel-analog” till andra-derivatan av en
funktion f(x).

Hessianen kan ses som en “flervariabel-analog” till andra-derivatan av en funk-
tion f(z).

Om Ly ar linjariseringen av f i en punkt (a,b) sa innebér det att om f(z,y)—
Ly(x,y) &r litet sa ligger (x,y) néra (a,b).

Om Ly &r linjériseringen av f i en punkt (a,b) sa innebéar det att da (x,y)
ar néra (a,b) sa ar f(z,y) — L¢(x,y) litet.

Om determinanten av Hessianen H(f) i en punkt (a,b) &r noll sa dr (a,b) en
sadelpunkt.

Svar: Rdtt svar ar B, D, F

Antag att en partikel roér sig genom rummet R3 enligt en kurva som beskrivs av

positionsvektorn r(t) = gi + t2j + 2tk, diir t dr en parameter som motsvarar tiden.
Bestiam partikelns fart efter 1 tidsenhet. Vilken punkt i rummet befinner sig partikeln i
vid denna tidpunkt? Berdkna ldngden pa kurvan som partikeln sparar ut mellan ¢ = 0
ocht=1.

Losning: Hastigheten blir /() = ¢%i + 2tj + 2k och farten |r/(¢)| = V% + 412 + 4.
Efter en tidsenhet, i.e. vid ¢ = 1, ror sig saledes partikeln med farten

()= VITiti=vi=3.

Parametriseringen av x,y, z lings kurvan ges av z(t) = t3/3, y(t) = t2, 2(t) = 2t.
Efter en tidsenhet befinner sig partikeln dérfér i punkten

z(l) = 1/3
y(1) = 1
A1) = 2 (1)

Léngden pa kurvan efter en tidsenhet ges av

1 1
/ v/ (+)| A+ — / N L A42 At (9)

(3p)



For att berikna integralen noterar vi férst att uttrycket under rottecknet kan kvadrat-
kompletteras:
th 4 +4= (1 +2)>2 (3)

Vi far saledes den enklare integralen

1 3 1
t 1 7
2 42)dt = | = +2t| =2 +2=. 4
/0<+> [3+}0 Lia=] (4)

Svar: Farten vid ¢t = 1 &r |r/(1)| = 3, partikeln befinner sig da i punkten (1/3,1,2).
Kurvlingden vid ¢t = 1 &r 7/3.

Lat f(z,y) vara en funktion av tva variabler dir godtyckligt manga kontinuerliga

2
partiella derivator existerar, och dér x = uv och y = u — v. Bestdm derivatorna aiafv

och 2oL uttryckt i de partiella derivatorna f1, fa, fi1, f12, fa1, fao-
Lésning: Studera f(x,y) med z(u,v) = wv och y(u,v) = u —v.

0
a% = fiz1 + foyr, (5)
dar vi definierat
_of . _of _ Oz _ Oy
fi= o Ja= o U T o T au (6)
Vi fortséatter att berdkna andraderivatan:
0% f 0 0 0
od %(f1$1+f2y1) = %(f1$1)+%(f2y1)~ (7)

For att berdkna de aterstdende derivatorna maéaste vi anvdnda bade kedjeregeln och
produktregeln. Detta ger:

% (fir1) + % (foy1) = (fuwe+ fi2y2) x1 + fize
+  (faaze + f22y2) y1 + favio. (8)

Berikna nu derivatorna av z(u,v) och y(u,v):

r1 =, Tro = U, r11 = 0, 12 = 1, oo = 0,

y=1, yp=-1, y1=0, y12=0, yn=0 9)

Insédttning i (8) och utnyttjande av att fi2 = fo1 ger slutligen:

2
6(18]; = wfi1+ (u—0)fi2 — faa+ f1
82
- auéfv' (10)

Den sista likheten foljer av att partiella derivator kommuterar: %gv = % Saledes
behover vi inte rdkna ut bada mixade andraderivatorna.

2 2
Svar: 8{18}; = (%gv =wvfi1 + (u—v)fi2 — foo + f1.

Lat f(z,y) = e*s"Y. Bestim ekvationen for tangentplanet till ytan z = f(z,y) i
punkten (0, 7, 1).
Losning: Ekvationen for tangentplanet till en yta z = f(z,y) i en punkt (a,b) ges av

fi(a,b)(x —a) + fa(a, b)(y — b) — (2 — f(a,b)) = 0. (11)

Vi berdknar de partiella derivatorna av f(z,y) = e* sin y.

filw,y) =sin g™V, fo(a,y) = zcos ye Y, (12)

T oooaaddooe AN — 1) 1o =2t 18

(3p)

(2p)



Tangentplanets ekvation blir saledes i punkten (0,7, 1):

0=—(2—1) < z2=1 (14)

Svar: Tangentplanets ekvation till z = e*“*¥ i punkten (0,7,1) &r z = 1. Detta &r
xy-planet genom punkten 1 pa z-axeln.

Till féljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Lat f(x,y) = vy — 23y — 2.

(a) Hitta och klassificera kritiska punkter till f i férsta kvadranten (dir jag avser med
forsta kvadranten alla (z,y) sa att © > 0,y > 0).

(b) Bestdm maximum till f inom kvadraten som begrénsas av hérnen (0, 0), (1,0), (0,1), (1,1).

(c¢) Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 i punkten (1/2,1/2). Ange svaret pa formen
fA/24h1/24k)~....

Lo6sning:

(a)

Vi borjar med att séka efter kritiska punkter till funktionen f(z,y) = 2y — 23y —xy> i den forsta
kvadranten som bestdms av x > 0,y > 0. De partiella derivatorna ger:

filz,y) = y—32"y—y>=0 (15)
fory) = x—2° = 3uy*=0. (16)
Vi noterar genast att det finns en uppenbar 16sning i (z,y) = (0,0). Om x = 0, & andra

ckvationen automatiskt uppfylld och forsta ekvationen reducerar till y — y* = 0, och vi far
ytterliggare en losning y = 1. Pa samma séitt om y = 0 hittar vi ytterliggare en losning (1,0).
For att hitta fler 16sningar antar vi nu att > 0,y > 0. Vi kan da dela med y i ekv. (15) och
dela med x i ekv. (16) vilket ger de forenklade ekvationerna:

1-322—9%> = 0 (17)
1-22-3y> = 0. (18)

Vi lagger nu ihop dessa ekvationer, vilket ger:
(17)+(18) <= —z2+¢y?>=0. (19)
Vi utnyttjar nu detta resultat i ekvation (18):
0=1-2>-3y={y* =2} =1-2"-32°=1—-42> — 2°=1/4 (20)
Vi far saledes 22 = 32 = 1/4 vilket ger oss 4 kritiska punkter:
(1/2,1/2), (-1/2,1/2), (1/2,—-1/2), (-1/2,-1/2). (21)

Av dessa ligger dock endast (1/2,1/2) i den forsta kvadranten. Vi har alltsa hittat foljande fyra
kritiska punkter i den forsta kvadranten:

(0,0) (1,0) (0,1) och (1/2,1/2). (22)

Nu maste vi kontrollera vilken karaktir dessa punkter har. Berikna Hessianen:

_(fun fi2) _ —6zy 1 — 322 — 3y?
H(f) = <f21 f22) N (1 — 32? — 3y? —bzy > ' (23)



Determinanten blir
detH(f)| 0o = ~1<0 <= indefinit. (25)

Alternativt, om man anvinder B2 — AC-kriteriet, s #r —detH(f) = B> — AC =12 —-0-0 > 0.
Vi drar darfor slutsatsen att (0,0) dr en sadelpunkt, med virdet f(0,0) = 0. Pa samma siitt
hittar vi att (1,0) och (0,1) &r sadelpunkter.

For punkten (1/2,1/2) far vi:

_(-3/2 —1)2
HDl /217 = <_1/2 —3/2> (26)
med determinant 9 1
det H(f)| g1y =7~ 5 =2>0- (27)
Dessutom ser vi att forsta matriselementet #r negativt, fi; = —3/2 < 0, vilket innebér att

Hessianen dr negativt definit. Vi drar da slutsatsen att (1/2,1/2) &r ett lokalt mazimum dér
funktionen tar vardet f(1/2,1/2) =1/8.

Svar: Kritiska punkter pa den forsta kvadraten #r (0,0) och (1/2,1/2), varav den forsta ar
en sadelpunkt med virdet f(0,0) = 0 och den andra &r ett lokalt maximum med vérdet

F(1/2,1/2) = 1/8.
(b)

Bestdm maximum av f(z,y) pa kvadraten med horn (0,0), (1,0), (0,1),(1,1). Vi vet redan att
det finns en kritisk punkt inuti kvadraten i (1/2,1/2) och en i origo (0,0). Det som aterstar ar
att kontrollera randen av omraden. Vi kontrollerar de 4 linjesegmenten som omsluter kvadraten
separat.

e z-axeln: Pa linjen mellan 0 < z < 1 har vi f(x,0) = 0 och saledes far vi ingen ny maxpunkt
léngs denna linje.

e y-axeln: Léngs y-axeln far vi f(0,y) = 0 och saledes har vi inga maxpunkter.

e x = 1: Liings linjen z = 1 har vi f(1,y) = —y® = g(y). Vi soker kritiska punkter: ¢'(y) =
—3y? =0 < y = 0. Den kritiska punkten ligger i (1,0) med virdet f(1,0) = 0. Detta ger
heller inget nytt max.

e y = 1: Lings linjen y = 1 har vi f(z,1) = —22 och vi far samma resultat som i féregéende,
med kritisk punkt i (0,1) med védrde f(0,1) = 0.

o Slutligen maste vi kontrollera det aterstaende hornet (1,1) vilket utgér en del av randen
till linjesegmenten x = 1 och y = 1. Har far vi f(1,1) = 1 —-1—1 = —1 vilket &r en
minpunkt.

Slutsatsen blir att maximum av f(x,y) pa kvadraten aterfinns i mittpunkten:

F(1/2,1/2) =1/8. (28)

Svar: Funktionen f(z,y) antar sitt maxvérde 1/8 i mitten av kvadraten (1/2,1/2).

()
Berékna Taylorpolynomet av f(z,y) till ordning 2 i punkten (1/2,1/2). Den allménna formen
ar:

fA/2+h1/24+k) ~ f(1/2,1/2)+Vf(1/2,1/2)~(h,k)
b [P An(12,1/2) + 2mkFia(1/2,1/2) + R Ao (1/2,1/2)] - (29)

Den andra termen forsvinner eftersom V f(1/2,1/2) = 0. Andraderivatorna i (1/2,1/2) ldser vi
av fran Hessianen (25):



Insdttning 1 Taylorpolynomet ger da slutligen:

+ % [h2 <—g) + 2hk (—é) + K2 (—;) }

FA24h1/2+k) =~ é
é—ﬂ?y(hQJer)Jr?hk} (31)

Svar: Taylorpolynomet i (1/2,1/2) ges av: f(1/2+h,1/2+k) ~ % — % [3(h2 + k%) + Qhk}.



