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For godkéint pa tentan kravs antingen 25 poang pa godkéantdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkéint pa del 1 kravs minst 10 poéng, for godkédnt péa del 2 kravs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersédtta podng pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lasar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksd Matlabmomentet vara godkant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réattas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéantdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidan 4

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3-7 se sidan 5

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del réknas in for att nd godkintgransen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstédndig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

8. Lat F(z,y, z) vara ett vektorfalt med vektorpotential A(x,y, z) = zzi+ (2zz+2xy)j+ 3zyk,
dvs vi kan skriva

F=VxA.

(a) Berédkna vektorféltet F. (2p)
Losning: Vi berdknar kryssprodukten:
i j K
F=VxA=|0/0x 0/0y 0/0z |=---=zi+(x—3y)j+ (y+22)k
Ay Ay As



(b) Lat S vara halvsfiren 22 + y? + (2 — 1)2 = 1, z < 1. Beriikna flodet

//F-ﬁdS
S

ut genom S med hjilp av Stokes sats.

Losning: Stokes sats ger att

//(VxA)-ﬁdS: A - dr,
S C=0S

dér C ar randen till S med orientering. Randen dr en cirkel i planet z = 1 med radie
r = 1, och eftersom normalen till S pekar ned&t maste randen enligt hogerhandsregeln
ha medurs orientering. Vi kan alltsd parametrisera randen med hjalp av

x(t) = cos t, y(t) = sin t, z =1,
dér t gar fran ¢t = 2x till t = 0. Kurvintegralen blir da
%A dr = %(wz, 2xz + xy, 3zy) - (dz, dy, dz)
C C

2
= —/ (cos t,2cos t +sin t cos t,3sin ¢ cos t) - (—sin ¢, cos t,0)dt
0

2
= —/ (—sin t cos t + 2cos® t +sin t cos? t)dL. (1)
0

Nu utnyttjar vi att funktionerna — sin ¢ cos ¢ samt sin ¢ cos? ¢ ir bada udda omkring t = 7
och deras respective integraler fran 0 till 27 bidrar darfor med noll till kurvintegralen.
Saledes har vi att den totala integralen reducerar till

2m 2m
%A-dr:—Q/ cosgtdt:—/ (1 + cos 2t) dt = —27.
c 0 0

(4p)



10.

. Lat F : R2 — R? vara ett overallt definierat vektorfilt.

(a) Lat C; och Cy vara tva kurvor som boérjar i en punkt P; och slutar i en punkt Ps.
Anvand Greens sats for att berdkna skillnaden fCl F.dr — f(22 F - dr i termer av
dubbelintegraler.

(b) Anvénd ovanstiaende observation och lampliga identiteter for att bevisa att om F &r
konservativt, sa ar arbetsintegralen oberoende av vag.

Losning: Se 16sning till uppg. 9 pa tentan 2015-10-29

Betrakta vektorfaltet F(z,y) = ( ), definierat for alla (z,y) # (0,0).

_y z

12+y27 x2+y2

(a) Visa att V x F =0, men att arbetsintegralen for alla slutna kurvor som gar ett varv
runt origo &r icke-noll.

(b) Forklara varfor F inte kan vara konservativ.

Losning: Se 16sning till uppg. 10 pa tentan 2016-01-04.

(4p)

(2p)



Formelblad TMA044 och MVE085, 16/17

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x — ) +sin(z + 1))

1
_1 _ t t
cos(x) cos(y) 2(008(3: y) + cos(z +y)) tan(z + y) = an(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)
Integralkatalog
o+t 1
/:cadx = +C , a#-1 /fd:c = Injz|+C
a+1 T
/sina:dac = —cosz+C /cosxdw = sinz+C
1 1
/ 5— dx = tanz+C / ——dx = —cotx+C
cos? z sin®
/exdz = &+C /axdz = a—+C’,O<a7é1
Ina
1 1 x f(z)
/mdx = aarctana—kC , a#0 /f(a:) dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdaz = arcsin%+0,a>0 /\/a—x2dx = ?U a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/7d9@ = Injlz++vVa2+a|+C , a#0 /\/x2+adx = —(zvzl+a+aln|z+2z?2+a|)+C
Vi ta 2
Maclaurinutvecklingar
>z 2 ad
(& = Zﬁ = 1+$+§+§+
k=0
oo 2k—1 3 5 7
o _ k-t U T T T
s - ;(_1) k-1l CTmtEmowmT
oo 2% 2 4 6
; _ kx _ oL
cos T = Z(—l) k)] = 1 o1 + a6l +...
k=0
oo
@ % ala—1) , « ala=1)...(a—k+1)
14+z)* = -1 1 =
(1+) I;)(k)w tort —or—at el <l | Kk—1)...1
oo 2 3 4
In(1 = 1)k = - 4T “1<z<1
n(l+x) ;f ) . st -t ) <z <
oo 2k—1 3 5 7
= Y = T <1
arctan kzzjl( ) 5% 1 z-3 + 3 - + , lzl <
Ovrigt
_ ffo xp(x,y, 2) dedydz

, analogt for yr, z7.

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp =

p(z,y, z) ar densiteten.

fffg p(x,y, z) dedydz



Anonym kod

MVEO085 Flervariabelanalys - Omtenta (med 16sningar) 2017-12-19
Godkéantdelen: del 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa separat skrivpapper.
(a) i. Ange om f6ljande ar sant eller falskt.
Pastaende: Komplementet till en sluten boll dr en dppen mdangd. (0.5p)
Svar: Sant.
ii. Lat f : R? — R vara en differentierbar funktion. Vilket eller vilka av féljande
pastédenden ar sanna? Ni far ringa in mazx tre alternativ (bokstéver); for fler &n
tre angivna alternativ blir det 0 podng. Varje ritt svar ger 0.5p. (1.5p)
A Om f har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning till (a,b), sa ar f
differentierbar i (a, b).
B Om f:s partiella derivator existerar i (a,b), sa ar f differentierbar i (a, b).
C Gradienten kan ses som en flervariabel analog till derivatan av en funktion
f(x).
D Hessianen kan ses som en flervariabel analog till derivatan av en funktion
f(@).
E Om U ér en 6ppen méngd och begrinsad méngd i R?, sa existerar nodvén-
digtvis globalt max i U.
F Om U ér en sluten méingd och begrinsad mingd i R?, sa existerar nodvin-
digtvis globalt max i U.
G Om U ir en begrinsad mingd i R?, si existerar nddvindigtvis globalt max i
U.
Svar: Rditt svar ir A, C, F
(b) Lat f(z,y,z) = sin(y) + cos(zy) — yz. Bestdm ekvationen for tangentplanet till nivay-
tan f(z,y,z) = 1+ 7 i punkten (1,7/2, —2). Bestdm ocksé riktningsderivatan till f i
samma punkt i riktningsvektorn pekar 4t samma hall som (1,1, 1). (3p)

Losning: Ytan kan beskrivas som nivaytan
f(z,y,2) =sin(y) + cos(zy) —yz =1+ .
Vi beréknar gradienten
Vf(z,y,z) = (—y sin xy,cos y — x sin zy, —y)
och utvérderar den i punkten (1,7/2, —2):
Vil,7/2,-2)=(-n/2,—1,—7/2)

Ekvationen for tangentplanet i punkten a = (1, 7/2, —2) blir saledes



Vil,7/2,-2) - (x—a)=0

vilket blir

s ™ m

—g(x—l)—(y—g) 9

Vi kan slutligen skriva detta p& den mer kompakta formen

(z+2) =0.

mx +y+7mz=0.

For att berikna riktningsderivatan av f i riktning (1,1,1) méaste vi forst definiera

enhetsvektorn

_ 1
u= (1,11

Vi har da

Duf(1,7/2,-2) =u-Vf(1,1/2,-2) = Z(-5 ~1-5) = —Zo(r +1)

Lat C vara kurvan i R? som ges av ekvationerna

2 2v/2
2227 y:{xS/Q’

med x € Rzo.

i. Bestdm en parametrisering r(t) av C.

Losning: Vi kan parametrisera kurvan genom att sétta x(t) = t, t € R>g, och
saledes blir positionvektorn

2v/2 1

£) =i+ 2325 1 42
r(t) i+ 3 J+2

ii. Bestdm langden av C mellan ¢ = 0 och ¢t = 1 genom att stélla upp den relevanta
kurvintegralen och berdkna den.

Losning: Kurvldngden ges av integralen

1
/ ds = / dr () ‘ dt.
c o | dt
Vi berdknar hastigheten
) 4 eyt
dt
och farten J
t
I;l(t)‘ —Vitot+e2= /1 +t2=1+t

Saledes far vi kurvlangden till

/1(1 +t)dt = 3/2.
0

(d) Lat f(x,y,2) = 2%y32%2 4+ 2 och lat g(t) vara en differentierbar funktion. Sitt r(t) =

eli+ costj+ g(t)k och berikna %f(r(t)).
Losning: Vi berdknar forst
f(r(t) =e* cos*tg(t)? + g(t).

Vi deriverar nu denna genom att anvinda en kombination av produktregeln och ked-

(1p)

(1p)

(2.5p)



jeregeln:

d

ﬁf(r(t)) =26 cosdt g(t)? + €* 3cos® t (—sin t) g(t) + e cosPt 2g(t) ' (t) + ¢ (1).
Vi kan férenkla detta nagot:

%f{r(t)) = e% cos®t (2 cos t g(t)? — 3sin t g(t)® + 2 cos t g(t) g’(t)) +d'(t).

Till f6ljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara si vil du kan.

2. Lat f(x,y) = =2z + 2y + 22 + 9%

(a) Bestdm och klassificera de kritiska punkterna till f(x,y).

Losning: Kritiska punkter fas genom att 16sa ekvationssystemet V f(z,y) = (0,0),
dvs
—242x=0

242y=0

Det finns endast en losning: (z,y) = (1, —1). For att karaktérisera punkten beriknar

vi Hessianen: 5 5 5 0
11 J12
") = <f21 f22> - (0 2) '

Vi har fi11 > 0 samt det H > 0 och saledes ar detta en minpunkt.
(b) Hitta max och min till f(z,y) pa disken 22 + 32 < 1.

Lésning: Eftersom den globala kritiska punkten (1, —1) ligger utanfor disken 22+ <
1 sa maste extremvirden pa disken ligga pa randen z2 +y? = 1. Vi kan parametrisera
randen med

z(t) = cost, y(t) = sint, 0<t<2m.

Pa randen definierar vi funktionen
g(t) = f(r(t)) = —2cost + 2sint + cos® t + sin? ¢ = 2(sin t — cos t) + 1.
Vi soker kritiska punkter:
g (t) =2(cos t +sin t) =0
vilket medfor

cos t = —sin t.

Detta innebér alltsa att det finns kritiska punkter da * = —y péa randen, dvs da
22 + 9% = 1. De enda punkterna som uppfyller bada dessa villkor &r

j— 1 j—
_ﬁ’y_

x

(2p)



Funktionens vérden i dessa punkter &r:

1 1) _q_
P2 k) =1-2v2
f(—i,i> =1+2V2
27 V2
och saledes drar vi slutsatsen att (z,y) = <i2, —%) ar en minpunkt och (z,y) =

<—%, %) ar en maxpunkt.

(c¢) Bestdm Taylorpolynomet till f(x,y) i punkten (0,0) till andra ordningen i x och y.

Losning: Taylorpolynomet av f(x,y) kring (a, b) ges i allménhet till andra ordningen
ih=x—aochk=y—0bav

f(z,y) = f(a,b)+ fi(a,b)h+ fa(a, b)k+%(h2f11(a, b)+2hk fia(a,b)+k* fas(a, b))+ -

Vi soker utvecklingen kring (a,b) = (0,0) vilket da ges av

1
flay) =0=22+2y+ (2" +2°) +--- =2y —2) + 2" + 9" + -+

(1p)



Anonym kod

MVEO085 Flervariabelanalys - Omtenta (med 16sningar) 2017-12-19

Godkantdelen: del 2

Till uppgift 3 nedan ricker det med svar (ingen motivering beh6vs), men fér uppgift
4-7 skall fullstindiga 16sningar redovisas. Motivera och forklara sia vil du kan. Alla
16sningar anges pa separat skrivpapper.

3. (a) Ange om foljande &r sant eller falskt.
Pastaende: Om F : R? — R? r ett vektorfilt si dr vektorn F(x,y) parallell med
faltlinjen som skir punkten (x,y). (0.5p)

Svar: Sant.

(b) Vilka av foljande pastdenden stémmer fér dubbelintegralen [[,, f(x,y)dA av en posi-
tiv, integrerbar funktion f(z,y) pa en domin D C R?? Varje riitt svar ger 0.5p. (1.5p)

A Integralen ar en vektor i R2.

B Virdet av integralen &r ett tal som representerar volymen av soliden under grafen
z = f(x,y) och ovanfoér D.

C Om f =1 beraknar integralen dven arean av D.

D Om D ér en rektangel i R? si spelar det ingen roll vilken ordning vi utfér inte-
gralen.

E Om D ar angiven pa x-enkel form s& madaste vi borja att integrera Gver x.
Svar: B, C, D ar rétt.

4. Lat C vara kvartscirkelbagen i R? som sammanbinder punkterna (2,0) och (1, 1). Berikna

kurvintegralen
/ 22 dy — 2y dx.
C

Losning: Eftersom kvartcirkeln &r en del av en cirkel med centrum i (z,y) = (1,0) sa
parametriseras den med

x(t) =1+ cos t, y(t) = sin t, 0<t<m/2.

Integralen blir da
w/2
/ 2y — 2yde = / (m)? (1) — 2y(1) :c'(t))dt 2)
C 0
w/2
= / ((1 + cos t)? cos t — 2sin t (—sin t)) dt
0

w/2
= / (2 + cos t + cos® t) dt, (3)
0

dér vi anvéant trigonometriska ettan for att komma till den sista raden.



Vi kan dela upp detta i tva integraler, och vi borjar med

/2

w/2
/ (2+cost)dt:[2t+sint] =7+1.
0

™
0
Den andra integralen ges av

1

w/2 w/2 1
/ Cos3tdt:/ cos t (1 — sin? t)dt:{u:sint}:/ (1—u2)du:1—§.
0 0 0

Det slutliga resultatet blir alltsa

1 5
/aszy—dexzw—Fl—i-l—zw—F.
C 3 3

. Beriikna volymen under paraboloiden z = 1 — 2% — y? och ovanfér omradet D C R? som

begransas av paraboloiden samt —z < y < \/gac, z > 0.
Tips: arctan /3 = /3.

Losning: Vi borjar med att ta reda pa hur skdrningskurvan ser ut i xy-planet. I planet
har vi z = 0 och alltsa blir skirningskurvan

1—22—¢y2=0

vilket motsvarar en cirkel med » = 1. Men vi skall inte berdkna volymen ovanfor hela
disken 22 + y2 < 1, utan endast ovanfor den sektor som begrinsas av —z < y < V3.
Dessa olikheter anger tva linjer

y=-—x y =3z

och vi ar alltsa intresserade av cirkelsektorn mellan dem. Vi beskriver enklast denna sektor
med poldra koordinater och vi séker vinkeln # mellan linjerna. Linjen y = —x har vinkel
—7/4 med z-axeln. Linjen y = v/3z har vinkel ¢ med z-axeln, dér tan ¢ = v/3. Saledes har
vi ¢ = arctan v/3 = 7/3. Totala vinkelsegmentet kan alltsd parametriseras med —7/4 <
6 < m/3. Nu kan vi stélla upp integralen som ger volymen:

Integralerna &ér oberoende av varandra och vi kan berdkna dem var for sig:

(uﬂ)[r? 7“4}1_”
3 4/12 4lo 48

(3p)



6. Lat F(x,y) = (—y, ).

(a) Berdkna arbetet som vektorfiltet F utfor lings kurvan C som parametriseras av r(t) =
(2,83 —1),0 <t < 1. (3p)

(b) Anviénd Greens sats for att rdkna ut arean till omradet R som C omsluter. (2p)

Lésning: Om xz(t) = t? och y(t) = t3 — t far vi direkt att dz = 2tdt,dy = (3t — 1)dt.
Insdttning ger da att det utforda arbetet ges av

1
§5F Sdr = / —(t3 —t)2tdt + t3(3t* — 1)dt
C 0

1
= / (3t° — 2t* + 4¢?)dt
0
1 2 4 15-12440 11

5 573 30 10° (4)

(b) Greens sats ger

ygF-dr://R(aalj—%?)da:dyz?//l%dA:Zarea(R). (5)

Alltsa far vi fran resultatet i (a) att arean av R ges av

area(R) = ;&éF -dr = 11/20. (6)

7. Lat C vara cylindern som bestims av 2% + y? < a? samt —3 < z < 3.

(a) Berédkna flodet av vektorfiltet F(z,y, z) = (x,y, z) upp genom toppen och ner genom
botten av C. (3p)

Losning: Vi betecknar botten av cylinder med Cy och toppen med Cy. Dessa ar diskar
med radie a i z = —3 och z = 3. Normalen pa toppen kan véljas till n; = k och pa
botten har vi n, = —k. Flédet upp genom toppen blir da

Fi= [ B inds = | Bl kdedy=3 || dvdy=3area(D) = 3ma®
Cy D D

dir D dr disken 22 4+ y? < a?. P4 samma siitt far vi flddet genom botten till

Fp = // F(z,y,2)n,dS = — // F(z,y,—3)kdxdy = 3// dx dy = 3area(D) = 3ma?
Ch D D



(b) Anvénd dina resultat i (a) tillsammans med Gauss sats for att berdkna flodet av

F(x,y, z) ut genom mantelytan av C.

Lo6sning: Enligt Gauss sats kan vi berdkna totala flodet genom volymsintegralen av
divergensen:

.Ftot:///v.FdV: Fﬁds:ft—i_fb"i_‘/—"m,
C oC

dér F,, betecknar flédet ut genom mantelytan. Totala flddet blir

B B OFy O0F, OF; B B B 2 9
ftot—///CVFdV—///C(ax—l-ay—l—az)dV—3///CdV—3vol(C)—367m = 18ma”.

Vi kan nu slutligen bestdmma flodet genom mantelytan genom att kombinera detta
med resultaten i (a):

Fon = Frot — Fp — Ft = 187a® — 3ma® — 3ma® = 9ra’.

(2p)



