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Examinator: Dennis Eriksson , Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Claes Andersson, telefon: 5325
Hjalpmedel: bifogat formelblad, ej rdknedosa

For godkint pa tentan kriavs antingen 25 podng pa godkidntdelens tva delar sammanlagt inklusive bonuspoéng,
eller att bada delarna &r godkdnda var for sig. For godkint pa del 1 krévs minst 10 podng, for godként pa del 2
kravs 13 poédng. Erhallen poéng pa nagon av delarna far ersidtta podng pa motsvarande del pa senare tentamen.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksd Matlabmomentet vara godkant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens alla delar inklusive eventuella bonuspoédng.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réattas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp. Lycka till!

Godkintdelen, del 1

Se uppgift 1 och 2 pa sida 3-4
Godkintdelen, del 2
Uppgift 3-8 se sida 5-7

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av foljande uppgifter kan
poédng pa denna del réknas in for att nd godkantgransen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller &tminstone skulle kunnat leda, till méalet.
9. (a) Visa att om F och G ar vektorfalt s& géller

V- (GxF)=F - (VxG)—-G-(VxF)

(b) Visa att om F och G &r virvelfria sa &r G x F kallfritt. (2p)

Svar: a) Detta dr en direkt rakning, och uteldmnas.
Svar: b) Att F ar virvelfritt innebédr att V x F = 0. Det foljer nu direkt att om bade F

och G &r virvelfria sa d&r V- G x F = 0, dvs. kryssprodukten av de bada vektorfalten &r
kallfritt.

10. Rikna ut integralen [[, e®=®/+2)dzdy dir D &r triangeln med hérn i (0,0), (0,2), (2,0).
(6p)



11.

Svar: a) Det verkar rimligt att utfora variabelbytet u = y — x,v = x + y. Dess funktio-

naldeterminant &r 2 sa dzdy = $dudv. Eftersom (z,y) — (u,v) &r en linjér transformation
kommer triangeln avbildas pa en triangel 7', med hoérn i (0,0), (—2,2),(2,2) i uv-planet.
Integralen kan saledes skrivas som, om vi borjar integrera i v-riktning: % | fT e Vdudy =

L2 LT, evledudy = § 2 v(e — e dv = (e — e ),

Lat F = (2z, —yz, 22 + y?).
(a) Bestdm ett G = (0,¢,h) sd att V x G =F. (2p)
(b) Anvénd detta samband for att rdkna ut flodet av F upp genom halvsfiaren

S:al+yP+22=4,y>0.

(4p)
Svar: a Ekvationen V x G = F kan direkt skrivas som hy, — g, = x2,—h; = —yz,9, =

x? +y2. Om vi integrerar de sista tva ekvationerna med avseende pa z kan vi gissa oss till
att h = xyz,g = 23/3 + y%x. Detta uppfyller ocksa den forsta av ekvationerna.
Svar: b Stokes formel sédger att

/VxG-d§—/G-dr
S T

diar T &r randen till S, det vill sdga cirkeln med radie 2 i planet y = 0, orienterat
moturs. Detta kan i sin tur parametriseras av r(t) = (2cost,0,2sint),t € [0,27], s&
dr = (—2sint,0,2cost)dt. Vi kan dock direkt se att eftersom y = 0 s& dr G - dr = 0.
Alltsa ar flodet noll.
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Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x — ) +sin(z + 1))

1
_1 _ t t
cos(x) cos(y) 2(008(3: y) + cos(z +y)) tan(z + y) = an(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)
Integralkatalog
o+t 1
/:cadx = +C , a#-1 /fd:c = Injz|+C
a+1 T
/sina:dac = —cosz+C /cosxdw = sinz+C
1 1
5— dx = tanz+C ——dx = —cotx+C
cos? x sin® x
/exdz = &+C /axdz = a—+C’,O<a7é1
Ina
1 1 x f(z)
/mdx = aarctana—kC , a#0 /f(a:) dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdaz = arcsin%+0,a>0 /\/a—x2dx = ?U a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/7d9@ = Injlz++vVa2+a|+C , a#0 /\/x2+adx = —(zvzl+a+aln|z+2z?2+a|)+C
Vi ta 2
Maclaurinutvecklingar
- = 2k 2?28
(& - Zﬁ = 1+$+§+§+
k=0
o0 2k—1 3 5 7
i _ B Y T
s - kz::l( Voo~ “wtsoat
oo 2% 2 4 6
1 _ _1)kE _ oL
cos T = Z( 1) k)] = 1 o1 + a6l +...
k=0
oo
o @ % B ala—1) , a) _ ala—-1)...(a—k+1)
(1) = ;§< k)ﬂc = ltost+t——F—2 "+, o<1, | Kk—1)...1
oo 2 3 4
In(1 = 1)k = - 4T “1<z<1
n(1+ ) 1;1( ) R s , —l<a<
oo 2k—1 3 5 7
_ k—1% _ z z
arctanz = ’;(—1) %1 = x—g—i—g—?—i—.. , |zl <1

Ovrigt

_ fffg zp(z,y, z) dedydz

, analogt for yr, zp.

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp =

p(z,y, z) ar densiteten.

JfJq r(

x,y, z) dedydz
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Godkantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats.
Endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas.

(a) i) Lat f:R? — R vara en funktion i 2 variabler. Om de bada partiella derivatorna
fz, [y existerar i (a,b) sa ar f differentierbar i (a,b).
A Ja

B Nej (0.5p)

Svar: B, nej. I allménhet beh6éver man kontinuitet for de partiella derivatorna i
(a,b) for att kunna siga att f ar differentierbar i (a,b).

ii) Vilken av f6ljande &r linjériseringen av f(x,y) = xy + cosz i punkten (0, 1).
Al+zx
By
C y+sinzx (0.5p)

Svar: A,1+ x.
iii) Lat f : U — R vara en differentierbar funktion pa en domén U C R2. Vilket av
foljande pastaenden ar sant?
A Jacobianen till gradienten i en punkt (a,b) &r Hessianen i punkten (a,b).
B Jacobianen dr en flervariabel analog till andraderivatan av f.
C Om Lf ér linjériseringen av f i en punkt (a,b) sa innebar det att om f(x,y)

ligger néra Lf(x,y) sa ligger (z,y) nédra (a,b). (0.5p)
Svar: A.
(b) Lat F(z,y) := e*¥ —sin x. Bestim tangentplanet till ytan i R? definierad av ekvationen
F(z,y) = z i punkten (0,1, 1). (2p)
Svar:Tangentplanets ekvation for en allmén funktionsyta z = f(z,y) i punkten

(a,b,¢) ar (fz, fy,—1)-(x —a,y—b, z—c) = 0. Hér far vi F, = ye™¥ —cosz, F,, = xe™.
I punkten (a,b) = (0,1) far vi F, = 0,F, = 0. Saledes far vi att tangentplanets
ekvation ges av z = 1.

(c) Lat C C R? vara kurvan given av a2 + 2z + 3% — 4y = 4.

i. Ange en parametrisering av kurvan. (1p)
Svar: Vi kan komplettera kvadraterna och far da (z + 1)%2 + (y — 2)%2 = 9. Alltsa
kan vi sitta © = —1 4+ 3cost,y = 2+ 3sint, t € [0, 27].

ii. Bestdm ldngden av C genom att sétta upp den relevanta integralen och rékna ut
den. (2p)
Svar: Langden av en kurva parametriserad av r(t) = (z(t),y(t)),t € [a,b] ges
av ff Vo' (8)2 4+ o/ (t)2dt. Vi far 2/(t)? = 9sin®t,y/(t)? = 9cos? t. Integralen far
vi direkt utifran den trigonometriska ettan att langden &r 6. Detta &dr ocksa

uppenbart utifran beskrivningen av kurvan som en cirkel av radie 3 med centrum
i(-1,2).

(d) Lat f vara en tva ganger differentierbar funktion i tva variabler. Berdkna i termer av
de partiella derivatorn med avseende pa x,y ut %f(:c, y)dirx =s+t,y=s—t. (3p)



Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Betrakta funktionen f(z,y, z) = zy?z3 och P = (1,1,1).

(a) Bestdm med hjalp av Lagranges metod kritiska punkter av f under bivillkoret = +
20+ 32 =6,x,y,2 > 0.

(b) Bestam den linjariseringen av f i punkten P, samt riktningsderivatan av f i P i
riktningen (1,0, 0).

Svar: a Lagranges multiplikatormetod ansétter en funktion L(z,y,z,A) = f(x,y,2) +
A(x 42y + 32z —6) och letar efter kritiska punkter till denna. Vi far systemet av ekvationer,
efter en mindre férenkling:

o 223+ A=0
e 1y + A =0
o 2222 + A =0

o v +2y+ 32 =6.

Alltsa far vi fran de tva forsta y223 = xy23, och eftersom alla z, y, z ér icke-noll sa &r x = y.
Fran de néista tva ekvationerna far vi zyz® = zy?22 sd att z = y dvs. & = y = 2. Inséttning
i sista ekvationen ger 6z = 6 sa att en kritisk punkt ar (1,1,1). Uppgiften efterfragar det
inte, men det gar att visa att detta &r ett lokalt maximum.

Svar: b Linjérisering av f i en punkt (a,b,c) ges av Lf(z,y,2) = f(a,b,¢)+ Vf(a,b,c)-
(r—a,y—b,z—c). Eftersom f(1,1,1) = 1 och Vf(1,1,1) = (1,2, 3) far vi att linjariseringen
ges av

l1+2+2y+32—6=—-5+2x+2y+3z.

Riktningsderivatan i riktningen (1,0, 0) ges av projektion pa forsta koordinaten hos gradi-
enten, och ar alltsa 1.
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Godkantdelen: del 2
3. Till nedanstaende uppgifter skall korta I6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats.
Endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas.
(a) i) Lat f: U — R vara en kontinuerlig funktion pa en kompakt méngd S C R?. Vilket
av foljande pastaenden om dubbelintegralen [y fdA &r i allménhet falskt?
A Om f =1 &r det arean av S.
B Det ar en volym, om f > 0.
C Det ar ett positivt tal. (0.5p)
Svar: C ar falskt. Om f ar negativt s kan integralen vara negativ.
ii) Ar det sant att om F = (Fy, Fy) : R? — R2? &r ett glatt konservativt vektorfilt,
sa Overensstdmmer den partiella derivatan av F; med avseende pa x med den
partiella derivatan av Fy med avseende pa y? (0.5p)
Tz
iii) Lat ¢(x,y) = 22 — 22+ 1 +y? — 4y + 4 vara potentialen till ett vektorfilt F. Vilka
av foljande pastaende stdmmer inte?
A Filtlinjerna ar rata linjer.
B Ekvipotentialkurvorna &r cirklar med centrum i (z,y) = (1,2).
C Linjeintegralen av F' langs en kurva fran (0,0) till (1,1) &r lika med —2. (0.5p)
Svar: C stdmmer inte, utan arbeten ges av ¢(1,2) — ¢(0,0) =0 —5 = —5.
4. Rikna ut arean till ytan 22 + 9% = 2,0 < z < 1. (2.5p)
Svar: Eftersom ytan ar en funktionsyta sa ges ett ytarea-element dS av formeln /2 + fy2 + ldxdy.
I detta fallet far vi \/4x2 + 4y? + 1dzdy. Projicering ner pa zy-planet av ytan motsvarar en-
hetsdisken, som vi kan parametrisera med poldra koordinater x = r cost,y = rsint, dzdy =
rdrdt. Arean blir séledes
1 por 1
/ / VAar2 + lrdrdt = 27r/ VAar? + 1rdr.
o Jo 0
Detta 16ses enklast med variabelsubstitutionen u = 472 + 1 si att 1/8du = rdr och inte-
gralen blir %ff’ Vudu = %[%u3/2]‘§’ = £(5%2 — 1). Arean blir alltsa
T
Z(5%2 —1).
CEER
5. (a) Lat G(z,y) = (223y* + 2,221y + y). Avgoér om G ir konservativt. (2p)
Svar: Om G &r konservativt &r det lika med (¢4, ¢,) for nagon funktion ¢. Fran dessa
derivator far vi ¢ = x4y /2+22/2+92/2. Alternativt kan man verifiera att Vx G = 0,
eftersom omradet ar enkelt sammanhéngande finns pa en potential.
(b) Rékna ut arbetet G utfor lings kurvan 7(t) = (¢t cos(rt) — 1,sin (%£)),0 < ¢ < 1. (1p)



Svar: Arbetet som utfors beror bara pa dndpunkterna (—1,0) och (—2,1) eftersom
G ar konservativt och ges av ¢(—2,1) — ¢(—1,0) = 10.

2
r—y
——~2 | dxd
//D <x+y+2> e

dér D &r kvadraten med horn i (—1,0),(1,0),(0,1), (0,—1). Tips: Anvénd variabelsubsti-
tutionen u =z +y,v =z — y.

6. Beridkna

Svar: Funktionaldeterminanten fér variabelsubstitutionen (z,y) — (u,v) = (x + y,x — y)
ar 2, sa dedy = %dudv. Eftersom kvadraten med hornen som beskrivet &r begrinsad av
x+y==x1,x—y= =+l far vi att integralen ifraga blir

IR E A 1ty
2/_1/_1 <u—|—2) dudv—Q/_lv dv/_l(u+2)2du.

Dessa ar standardintegraler i en variabel, och varje integral blir % sé det slutgiltiga svaret

2
5

(3p)
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Till féljande tva uppgifter skall fullstandig 16sning redovisas pa separat skriv-
papper. Motivera och férklara sa vil du kan.

7. (a) Lat D vara en kompakt omrade i R?, med randen C' med moturs orientering. Visa att
Joxdy = Area(D). (1p)

(b) Bestdm arean av omradet som omsluts av kurvan

7(t) = (sin(2t),sin(t)), t € [0, 7].

(3p)
Svar: a Detta foljer direkt fran Greens formel som séger att [, Pdr + Qdy = [[;, Qz —
P,dxdy, med valet Q =z, P = 0.
Svar: b Vi tillampar foregaende formel. Eftersom y = sint far vi dy = cos(t)dt och
kombinerat med = = sin(2t) erhaller vi att
xdy = sin(2t) costdt = 2 cos®(t) sin(t)dt.
Integralen 2 [ cos®(t)sin(t)dt 1dses genom variabelsubstitionen u = cos(t) eftersom da
du = —sin(t)dt och integralen blir 2 fl_l —uldu = 4/3.
8. Lat S vara enhetssfaren centrerad i origo. Bestam flodet av ﬁ(m,y, 2) = (2z,9%, 2%) ut
genom S. (4p)

Svar: Vi anvinder Gauss divergenssats som séger att flodet ut ur S av F ges av [[[gdiv Fdv
dér B &r enhetsbollen. Divergensen ges av formeln div F= % + %—};2 + 6(% =242y +2z. Alltsa

far vi att flodet ges av formeln [[[5dV + [[[5ydV + [[[5 2dV = Vol(B) = 47/3. De tva andra
integralerna &ar volymen ganger medelvérdet for y respektive z pa B, dvs. 0.



