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For godként pa tentan krdvs antingen 25 poédng pa godkintdelens tva delar sammanlagt inklusive bonuspoéng,
eller att bada delarna dr godkénda var for sig. For godkidnt pa del 1 krévs minst 10 poédng, for godkéint pa del 2
krivs 13 poang. Erhallen poidng péa nigon av delarna far ersidtta poing pa motsvarande del pa senare tentamen.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godként. For betyg 4 eller 5 krdvs dessutom 33
resp. 42 podng sammanlagt pa tentamens alla delar inklusive eventuella bonuspoing.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfdllet. Forsta granskningstillfalle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp. Lycka till!

Godkintdelen, del 1
Se uppgift 1 och 2 pa sida 3-4

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3-8 se sida 5-7

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poing fran godkint och presterat riktigt bra pa nigon av f6ljande uppgifter kan
podng pa denna del rdknas in for att na godkintgrinsen. Normalt kravs f6r podng pa uppgift att man redovisat

en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

8. Anviind Stokes sats for att rikna ut arbetet F(z,vy,2) = (22,42, 2) utfér lings randen till
triangeln med horn i (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).

Losning: Om S dr en yta med moturs orienterad rand D och normal n séger Stokes
sats att [, F'-dr = [[gcurl F' - ndS. En naturlig yta S i fallet ovan &r den del av planet
r+y+ 2z =1 som ligger i forsta kvadranten. I det hér fallet &r curl ¥ = (0,2z — 1,0)
(utrakningen utelimnas). Om vi projicerar ner ytan pé xy-planet kan vi se det som en
nivayta f = z — g(x,y) dér g(z,y) =1 —z —ydirz+y < 1,z > 0,y > 0. Enligt formel
har vi ndS = (Vf)dzdy = (1,1,1)dzdy. Sammanséttning av informationen ovan ger att
arbetet ges av

/01 /011(22 — 1)dydx = /01 /0”(2(1 ——y) — Ddydz = %1_

(6p)



9.

10.

Rékna ut | g(z +y)dA dér S dr det lutande parallellogrammet med horn i

(0,0),(5/2,5/2),(5/2,—-5/2), (5,0).

Losning: En bild visar snabbt att omradet begrinsas av de rita linjernay = x,y = —x,y =
—x + 5,y = x — 5. Det gar bland annat att rdkna ut med hjilp av en variabelsubstitution
x = 2u+ 3v,y = 2u — 3v, eller genom att stycka upp omradet i enklare delar. Vi utfor inte
denna kalkyl hér.

Ett enklare sitt &r att anvinda medelvérdessatsen som gor att vi kan tolka [[q zdA/ [[4dA
som tyngdpunkten i z-led, och pa samma sitt [[sydA/ [[4dA som tyngdpunkten i y-led.
Av symmetriskil ser vi att den senare &r noll. Vi ser ocksé att [[q2dA/ [[¢dA =5/2, dvs.
JfgzdA = %Area(S). Arean &r ldtt att rdkna ut, eftersom den ges av tva trianglar med
héjd 5/2 och bredd 5. Arean &r alltsd 25/2 och integralen i fraga ir 122,

Definiera begreppen gradient och riktningsderivata, samt formulera och bevisa relationen
mellan dem.

Losning: Se boken.

(6p)

(6p)



Formelblad MVEO0O85

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x — ) +sin(z + 1))

1
_1 _ t t
cos(x) cos(y) 2(008(37 y) + cos(z +y)) tan(z + y) = an(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)
Integralkatalog
o+t 1
/:cadx = +C , a#-1 /fd:c = Injz|+C
a+1 T
/sina:dac = —cosz+C /cosxdw = sinz+C
1 1
/ 5— dx = tanz+C / ——dx = —cotx+C
cos? x sin® x
/exdz = &+C /axdz = a—+C’,O<a7é1
Ina
1 1 x f(z)
/mdx = aarctana—kC , a#0 /f(x) dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdaz = arcsin%+0,a>0 /\/a—x2dx = 37 a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/7(190 = Injlz++vVa2+a|+C , a#0 /\/x2+adx = —(zvzl+a+aln|z+2z?2+a|)+C
Vi ta 2
Maclaurinutvecklingar
- = 2k 2?28
k=0
o0 2k—1 3 5 7
i _ e
s - ;( Voo~ “atesoat
oo 2k 2 4 6
1 _ _1)kE o
cos T = Z( 1) k)] = 1 o1 + a6l +...
k=0
oo
o @ % B ala—1) , a) _ ala—-1)...(a—k+1)
(142> = ;}( k)ﬂc = ltost+——F—2 "+, o<1, | Kk —1)...1
oo 2 3 4
In(1 = 1)k 2 = -+ T 1<z<1
n(1+ ) 1;1( ) R s , —l<a<
oo 2k—1 3 5 7
_ k—1% _ z z
arctanz = ’;(—1) %1 = x—g—i—g—?—i—.. , |zl <1

Ovrigt

_ ffo zp(

x,y, z) dedydz

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp =

p(z,y, z) dr densiteten.

fffg p(x,y, z) dedydz

, analogt for yr, zp.
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Godkantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall svar anges pa separat skrivpapper.

(a)

(b)

i) Pastaende: Lat f(x,y) = 0 vara en nivayta, och (a,b) en punkt pa nivaytan. Da
ar fz(a,b)(z —a) = y — b ekvationen for tangentplanet i (a,b).

Ange vilket alternativ nedan som stammer. Om du anser att pdstiendet ovan dr
fel, ange da den korrekta ekvationen.

A Sant
B Falskt

Svar: Nej, ekvationen ges av Vf(a,b) - (z —a,y —b) = 0.
ii) Pastaende: Om f ar differentierbar sa ar f kontinuerlig.
Ange vilket alternativ nedan som stémmer.

A Sant
B Falskt

Svar: Sant
iii) Lat f: U — R vara en differentierbar funktion pa en domin U C R2.
Vilket av foljande pastdenden dr sant?

A Jacobianen till gradienten i en punkt (a,b) dr Hessianen i punkten (a,b).

B Jacobianen &r en flervariabel analog till andraderivatan av f.

C Om Lf &r linjdriseringen av f i en punkt (a,b) si innebdr det att om f(z,y)
ligger néra Lf(z,y) sa ligger (x,y) nira (a,b).

Svar: A

Lat F(z,y) := e — sin(xy). Bestdm tangentplanet till ytan i R? definierad av ekva-
tionen F'(z,y) = z i punkten (0,0, 1).

Lo6sning: Ekvationen for tangentplanet till en nivayta i punkten (0,0,1) ges av
VF(0,0) = z—1. Eftersom VF = (2ze® —y cos(zy), — cos(ay)) far vi att VF(0,0) =
(0,0). Ekvationen for tangentplanet blir séledes z = 1.

(¢) Lat C C R? vara kurvan given av 22 — 2z +y? — 6y + 6 = 0.

i. Ange en parametrisering av kurvan.
Loésning: Efter kvadratkomplettering finner vi att kurvan ges av (x — 1) + (y —

3)? = 4. En parametrisering ges saledes av o = 1 +2cost,y = 3 + 2sint,0 < t <
2.

(2p)

(1p)



ii. Bestdm lingden av C genom att sétta upp den relevanta integralen och rikna ut
den.
Losning: Langden till en kurva parametriserad av r(t) = (x(t),y(t)),a<t <b

ges av ff V(2)2 + (y')?dt. 1 fallet ovan finner vi, med hjélp av trigonometriska
ettan, att langden ges av
27
/ 2dt = 4.
0

Eftersom ekvationen beskriver en cirkel med radie 2 med centrum i (1, 3) ar svaret
rimligt.

(d) Lat F' = F(s,t) vara en tva ganger differentierbar funktion. Rékna ut % i termer
av partiella derivator av s och t dér s = x — y,t = 3x + 4y.

Lésning: Enligt kedjeregeln har vi

OF O0F 0s OF 0t

Om vi upprepar kedjeregeln far vi ocksa att

OF, _0F,0s OF, 0t

— :_Fss 4Fs
oy~ s 0y | ot oy + e

samt

8Ft 8Ft aS 8Ft 8t
— = ———— 4+ ——— = —Fi; +4Fy.
gy Os 0y oty e
Sammansittning ger oss da:
O*F
0xdy

=—Fs+4Fg —3Fg + 12Fy = Fog + Fgp + 12Fy.

(3p)



Till féljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vél du kan.

2. Betrakta funktionen f(z,y,2) = xyz och P = (1,1,1).
(a) Bestdm med hjalp av Lagranges metod lokala maximum och minimum under bivill-
koret x +y+ 2 =1,2,y,z > 0.
(b) Bestém linjériseringen av f i punkten P, samt riktningsderivatan av f i P i riktningen

(1,0,0).

L6sning: (a) Enligt Lagranges metod maste vi soka kritiska punkter till L = f — \g dir g =
x4y + 2z — 1. Med andra ord soker vi l6sningar till ekvationssystemet

yr = A,

Tz = A,

yz = A,
r+y+z=1

Om nagon variabel bland z,y, z &r lika med 0 ger de 3 forsta ekvationerna att de alla &r lika med
0, vilket motsiger den sista ekvationen. Det betyder att vi kan dividera med t.ex. x om vi sétter
ekvation 1 lika med ekvation 2: zy = A = zz si vi erhéller y = z. P4 samma sétt sluter vi oss
till att * = y = z och den sista ekvationen ger att x + y + z = 3x = 1 si ett lokalt maximum
eller minimum ges av punkten
111
(37 3’ 3) ’

(b): Linjériseringen av f i en punkt (a,b,c) ges av f(a,b,c) + Vf(a,b,¢) - (x —a,y —b,c — 2).
Eftersom f(1,1,1) =1 och Vf(1,1,1) = (1,1,1) far vi att linjériseringen ges av

Lf=14+@x-1)4+@wy-1)+(z-1)=z+y+z—2.

Riktningsderivan i riktningen u ges av skalarprodukten med gradienten av f i P, dvs. grad f(P)-u,
och eftersom u = (1,0,0) far vi att den ges av 1.

(3p)

(1.5p)



Anonym kod sid.nummer

MVEO085 Flervariabelanalys 2018-08-31

Poing

Godkintdelen: del 2

Till uppgift 3 nedan ricker det med svar (ingen motivering behévs), men fér uppgift
4-7 skall fullstindiga 16sningar redovisas. Motivera och forklara sa vil du kan. Alla
I6sningar anges pa separat skrivpapper.

3. i) Lat xz(u,v) och y(u,v) representera en koordinattransformation. Vilket av foljande
pastdenden &r korrekt i detta fall?

A Det nya areaelementet dA kan skrivas som x,y,dudv dér z, och gy, anger partiella
derivator.

B For poldra koordinater kan vi tolka arealementet som arean pa en infinitesimal
cirkel med centrum i origo och radie 7.

C Lat = v?v,y = uwv®. D4 ir det nya areaelementet pa formen 3u?v?dudv.

T

ii) Ar det sant att integralen av e~ iy konvergerar ver hela R??

= ¥ e T ¥ 1 1

iii) Lat F(x,y) = (—y, ). Ar det sant att F kan tolkas som hastighetsfiltet for en kropp
som roterar runt z-axeln?

A= ¥ A - ¥ 1 1

4. Rakna ut ffD %ey/di over omradet D som begrinsas av y = x och y = z2.

Lésning: Omradet som begrinsas av y = x och y = 2 har z-virden mellan z = 0 och
x = 1. Om vi alltsa skivar omradet med avseende pa x far vi att integralen ges av

1 zq
/ / —e¥* dydz.
0 22 L

Vi far att forsta integralen ges av fmxg %ey/xdy = [ey/x]; = e — e®. Den sista integralen ar
standard och ges av

1
/(e—ex)dx:e—(e—l)zl.
0

5. (a) Lat G(z,y) = (4z3y* + ycos(zy), 4xty3 + z cos(xy)). Avgér om G #r konservativt.
Lo6sning: Den vanliga metoden ger att en potential ges av ¢ = zy* + sin(zy). Alter-
nativt kan man verifiera att kriteriet for att G ska vara konserativ dr uppfyllt vilket
ocksa ar tillrackligt eftersom G &r 6verallt definierad.

(b) Rékna ut arbetet G utfor lings kurvan 7(t) = (¢t cos(rt) — 1,sin (%5)),0 < ¢ < 1.

Losning: Kurvan har startpunkt i Py = (—1,0) och dndpunkt i P» = (—2,1). Ef-
tersom filtet &r konserativt far att det utférda arbetet ges av ¢(Pp) — ¢(P1) =
sin(—2) + 16.

(2p)

(1p)



6. En kropp K bestar av ett homogent material och begrénsas av xy-planet och paraboloiden
2z =1- 2% — y?. Punkten P = (Z,7¥,%) anger masscentrum till K. Bestim z. (3p)

Lésning: Enligt formelblad ges Z av formeln

J[zavr [[] v

Vi behéver alltsa rikna ut dessa tva integraler. Om vi projicerar ner K pé xy-planet ser
vi att omradet kan integreras over enhetsdisken D, och med z-vérde mellan 0 och 1 —r i
cylindriska koordinater. I dessa koordinater har vi ockséd dV = rdrdfdz. Med andra ord

///dvz//D/Ol_rdzdrde:/OQW/OI(l_T)drdQZm

P& samma satt far vi:

///Zdv - //D /OH zdzdrdd = /027r /01(1 — )2 /2drdf = 2 /3.

Med andra ord har vi att Z = 2

3.
7. Lat F(z,y) = (—y,x).
(a) Rikna ut det arbetet som F utfor lings kurvan r(t) = (t2 — ¢, —¢),0 > ¢ < 1. (3p)
(b) Anvind Greens sats for att rdkna ut arean till omradet R som r omsluter. (1p)

Losning: Om 2 = t? —t och y = 3 — ¢ far vi direkt att dx = (2t — 1)dt, dy = (3t> — 1)dt.
Inséttning ger dé& att det utforda arbetet ges av

! ! 12 1 1
/F-dr:/ —(t3—t)(2t—1)dt+(t2—t)(3t2—1)dt:/ (28342 dt = - — "4 - = —.
0 0 5 43 30

(b) Greens sats ger direkt att 2 ganger arean &r lika med det utférda arbetet, helt enkelt

eftersom [ F -dr = ffR(% — %)dmdy =2 [[, dA. Allts& ges arean av 1/60 areaenheter.



8. Lat F(z,y) = (zz, —yz, 2° + y?).

(a) Visa att F' &r kallfritt.
(b) Berikna flsdet av F upp genom halvsfiren z2 + 32 + 22 = 4,2 > 0.

Losning: (a) Att ett vektorfilt F' = (Fy, Fy, F3) ar killfritt innebéar att div F' = %
%% + % = 0. I fallet i uppgiften har vidivF =z —240=0.

(b) Gauss divergenssats séger att flédet ut ur en sluten yta Y ges av fffy div F'dV. Om vi
betecknar Y7 halvsfiren, och med Y5 locketsom ges av %+ y2 >4,2=0, sa bildar Y1 UY>
randen till halvbollen B som ges av x2 —|—y2 +22< 4,z > 0. Eftersom F' ar kallfritt s& far vi
att flodet upp ur Sy plus flsdet ner genom Sy blir noll. Flodet ner genom Ss, ] fY2 F-ndS
kan vi rékna ut direkt. En normal ges av n = (0,0, —1) och det &r lampligt att introducera
poldra koordinater, x = rcosf,y = rsind,dS = rdrdf,0 < r < 2,0 < 0 < 2. P4 ytan
Y har vi dven F = (0,0,72) och integralen blir siledes

27 2
// F-ndS = —/ / r3drdd = —8r.
Ys 0 0

Eftersom vi noterade att flodet ner genom Y5 &r minus flédet upp genom Y; far vi att
svaret pa fran &r 8.



