Omtentamen
MVEOQ085 Flervariabelanalys

2016-08-26 kl. 8.30-12.30

Examinator: Dennis Eriksson , Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Adam Malik, telefon: anknytning 5325
Hjialpmedel: endast bifogat formelblad, ej rdknedosa

For godként pa tentan kravs antingen 25 poang pa godkéntdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna ar
godkinda var for sig. For godkint pa del 1 krdvs minst 10 poéng, fér godkant pa del 2 krévs 13 poédng. Erhallen
poédng pa nagon av delarna far ersétta podng pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lasar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksd Matlabmomentet vara godkéant. For betyg 4 eller 5 krévs dessutom 33
resp. 42 podng sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réattas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfiallet. Forsta granskningstillfalle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkintdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidan 3

Godkantdelen, del 2
Uppgift 3-7 se sidan 4

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka podng fran godkédnt och presterat riktigt bra pa négon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del rdknas in for att nd godkintgransen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstdndig 16sningsgéng, som i princip lett, eller &tminstone skulle kunnat leda, till méalet.

8. Bestdm medelavstandet fran en punkt i bollen B av radie R till dess rand.

Losning: Vi kan anta att bollen &r centrerad i origo. Avstandet fran en punkt P till randen

ges av R — ||P|| = R — /2?2 + y? + 2z2. Medelavstandet ges i sin tur av medelvérdet
1
22 2 - 224V
Vol(B)///B(R 2+ y* + 22dV.

Det &r vilkint att en sadan boll har volym 47 R3/3, s& vi behdver bara rikna ut trippelin-

tegralen. [[[z(R — /a2 +y2 +22dV = [[[z RAV — [[[5 /2% +y? +22dV = 47R*/3 —
[J5 V&% + y? 4+ 22dV. For denna sista integralen anvénder vi sfiriska koordinater, x =
pcos@sing,y = psinfsing,z = pcosp,dV = p’sinpdpdfde. Vi far, eftersom p =

Va2 4y + 22
27 g R
/ / / p? sin(p)dpdpdd = TR* /4.
o Jo Jo

Nér vi sétter ihop denna information far vi att medelvardet ges av

4TRY/3 — TR /4
4T R3/3

— R/4.



9. Bestim ekvationen for tangentlinjen till skiirningskurvan mellan ytorna 2z2 + 3 4+ 22 = 2

och xy? + z = 1 i punkten (0,1, 1).

L&sning: Ytorna kan ses som nivaytor till funktionerna

flz,y,2) =202 +* + 22, g(z,y,2) = 2y + 2. (1)

Gradienten av funktionen i en punkt &r alltid vinkelrdt mot nivaytan. Vi berdknar forst
gradienterna av vara tva funktioner:

Vi(x,y,2) = (42,3y*,22),  Vg(z,y,2) = (y°,2zy,1). (2)
I punkten (0,1, 1) far vi da foljande tva normalvektorer till nivaytorna:
Vf(0,1,1) = (0,3,2), Vg(0,1,1) = (1,0,1). (3)

Eftersom dessa vektorer ar vinkellrdta mot resp. nivayta kommer deras kryssprodukt ge en
riktningsvektor for tangentlinjen i (0, 1,1). Vi berdknar:

k
V£(0,1,1) x Vg(0,1,1) = 2 | =3i—(-2)j— 3k =(3,2,-3). (4)
1

—_— O -
S W .

Den sokta tangentlinjen kan darfor parametriseras enligt

z=0+3t
y=14+2t, teR. (5)
z=1-—3t

10. Bevisa nedanstaende:

(a) Gauss divergenssats for enhetskuben i R3.

(b) Identiteten rot grad = 0.

(6p)



Formelblad fér TMA044 och MVE085, 15/16

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

cos(z) cos(y) = %(cos(m —y) +cos(z +y))

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x — ) +sin(z + 1))

tan(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)

tan(z +y) =

Integralkatalog
o+t 1
x® dx = +C , a#-1 —dx = Injz|+C
a+1 T
/sina:dac = —cosz+C /cosxdw = sinz+C
1 1
/ 5— dx = tanz+C /,2 dx = —cotx+C
cos? x sin® x
/exdz = &+C /axdz = li—a+C’,O<a7é1
1 1 !
/mdx = aarctang—kC,a;éO /?((;))dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdaz = arcsin%+0,a>0 /\/a—x2dx = ?U a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/\/Tde = Injlz+V22+a|+C , a#0 /\/x2+adx = §(x\/x2+a+aln|a:+\/a?2+a|)+C
2 +a
Maclaurinutvecklingar
- >z 2 ad
€ = ];)ﬁ = 1+$+§+§+
o0 2k—1 3 5 7
o _ B Y T
sinx = ];( 1) =1 T + T +...
o0 2k 2 4 6
; _ _1)k _ r,or T
cos x = kz:( 1) k)] = o1 + T +
=0
oo
o @ % B ala—1) , a) _ ala—-1)...(a—k+1)
1+z) = ;(k)w = ltost+t——F—2 "+, o<1, | K(k—1)...1
=0
o0 2 3 4
In(1 - _p)kHt? T l<z<i1
n(1+ ) 1;1( ) R s , —l<a<
o0 2k—1 3 5 7
- S o N <1
arctan kzzjl( ) 5% 1 z-3 + 3 - + , lzl <

Ovrigt

_ fffﬂ x,o(x, Y, Z) drdydz

, analogt for yr, z7.

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp =

p(z,y, z) ar densiteten.

fffg p(x,y, z) dedydz
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Poéng

Godkantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa separat skrivpapper.

(a) i. Ange om f6ljande pastaende ar sant eller falskt.
Pastaende: Fkvationen f(x,y,z) = 0 beskriver en tvadimensionell yta i ett tre-
dimensionellt rum.

Svar: Sant

ii. Lat f : R? — R vara en differentierbar funktion. Vilket eller vilka av féljande
pastéaenden ar sanna? Ni far ringa in maz tvd alternativ (bokstéver); for fler dn
ett angivet alternativ blir det 0 poéng. Varje ratt svar ger 0.5p.

A Om vi vet att bada partiella derivatorna f; och fo existerar i (z,y) sa vet vi
att f ar kontinuerlig i (x,y).

B Om vi vet att bada partiella derivatorna f; och fy existerar i (x,y) sa vet vi
att f &r differentierbar i (x,y).

C Om vi vet att f &ar kontinuerlig i (z,y) s vet vi att f &r differentierbar i
(z,y).

D Om vi vet att bada partiella derivatorna f7 och fo existerar och ar kontinu-
erliga i (x,y) da vet vi att f &r differentierbar i (z,y).

E Om vi vet att f ar differentierbar i (z,y) s& vet vi att f &r kontinuerlig i
(z,y).
Svar: Ratt svar ér D och E

(b) Bestdm och skissa definitionsméngden till funktionen f(z,y) = /22 + y.
Losning: Definitionsméngden dr Dy = {z,y € R|z? +y > 0}. Se bild nedan:

Dpiyerroo
I
S
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(31'7(2: o)

-

-

P
/ ES
oy
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(c) Bestiam ekvationen for tangentplanet till nivaytan a3 +y + 222 = 1 i punkten (1,1, 1).

Lésning: Ytan kan ses som nivayta till funktionen f(z,y, z) = 23 +y+222. Tangent-

planet till en nivayta i punkten (a,b,c) ges av ekvationen:

(1p)

(2p)

(2p)



Vf(a,b,c)- (x—a,y—b,z—c)=0. (6)
I vart fall har vi:
Vi(z,y,2) = (32%,1,42),  Vf(1,1,1) = (3,1,4), (7)
vilket ger
3z—1)+(y—1)+4(z—1) =0. (8)

Ekvationen som beskriver tangentplanet till nivaytan f(z,y,z) = 1 i punkten (1,1,1)
ges da av
3z +y+4z = 8. 9)

En partikel ror sig lings kurvan som parametriseras av r(t) = (sint, 1,cost) med
0<t<2m.

i. Beskriv kurvans geometriska form.
ii. Bestdm partikelns fart i punkten ¢ = .
iii. Berdkna kurvldngden mellan ¢ = 0 och ¢t = 27.

Losning (i): Kurvan parametriseras av z = sint,y = 1, z = cost. Saledes ar kurvan

en cirkel i planet y = 1.

Losning (ii): Vi deriverar positionsvektorn med avseende pa parametern ¢ for att fa

hastigheten langs kurvan:
r'(t) = (cost, 0, —sint). (10)

Farten ges av absolutbeloppet av hastigheten:

v(t) = [r'(t)] = /(cost)2 4 (—sint)2 = V1= 1. (11)

Farten ar saledes konstant och alltsd oberoende av positionen langs kurvan.

Losning (iii): I allménhet ges kurvlangden mellan ett intervall a < ¢ < b av formeln:

0= /bv(t)dt. (12)

Vi vill ha langden pa kurvan mellan ¢ = 0 och ¢t = 27 vilker ger

2w 2
(= / v(t)dt = / dt =27 — 0 =27. (13)
0 0

Uttryck % f(x,2?) i de partiella derivatorna av f.

Losning: Vi berdknar:

@f(x,ﬁ) = %(fl(x,x2)—|—2xf2(m,x2))

fii(z,2®) + 22 fra(x, 2%) + 2fo (2, 2°) + 22 fo1 (2, 2%) + (27)? foo(z, %)

= fi(z, 952) + 4x fro(z, 332) + 2fo(x, x2) + 4x2f22(a:, xz).

(14)



Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Lat f(x,y) = 4y + 22 — day + 3.

(a) Hitta och klassificera alla kritiska punkter till f(z,y).

(b) Bestam Taylorpolynomet till f(x,y) i punkten (4,2) till andra ordningen i h =2 —4
och k =y — 2, dvs behall termer upp till h2, k? och hk.

Losning (a): Kritiska punkter bestdms av V f(x,y) = 0, dvs av ekvationssystemet

20 —4y = 0,
4—4x+3y% = 0 (15)

Den forsta ekvationen ger x = 2y vilket vi kan stoppa in i den andra ekvationen for att fa
foljande andragradsekvation for y:

3y —8y+4=0 (16)
med 16sningar
4 2
=4, 17
y=3*3 (17)

Det finns saledes tva kritiska punkter givna av:

(4,2), (4/3,2/3). (18)

For att klassificera dessa berdknar vi Hessianen:
2 -4
anen =2 o) (19
I den forsta kritiska punkten finner vi:

det H(f)(4,2) =24 — 16 = 8 > 0. (20)

Samtidigt har vi att fi; > 0 vilket innebér att (4,2) &r ett lokalt minimum.

For den andra kritiska punkten har istéllet
det H(f)(4/3,2/3) =8 —16 = -8 <0, (21)
vilket innebér att detta ar en sadelpunkt.

Slutsats: Det finns tva kritiska punkter: (4,2) &r ett lokalt minimum samt (4/3,2/3) som
ar en sadelpunkt.

Losning (b): Den allménna formeln f6r andra ordningens Taylorutveckling av en funktion

f(x,y) i punkten (a,b) uttrycks enklast i variablerna h =  — a samt k = y — b och ges av

£l k) = Fa,b)Hhfy (0, b) e fofa,b) 5 (2 fua(a,b)+ 20k fra(a, )+ foa(a,B)) -+ (22)

Vi vill utveckla funktionen f(z,y) = 4y + x? — 4wy + y> i den kritiska punkten (4,2). Vi



har saledes
f(4,2) = f1(4,2) = f2(4,2) =0, (23)
samt
f11(4,2) = 2, f12(4,2) = —4, f22(4,2) = 12. (24)

Inséttning i den allménna formeln ger Taylorutvecklingen

1
F(hk) = O+0+0+§(h2-2—2hl~c-4+k2-12)
= h%— 4hk + 6K>. (25)
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Godkantdelen: del 2

Till uppgift 5-6 nedan racker det med kortare 16sningsskiss men for uppgift 7-8 skall
fullstdndiga l6sningar redovisas. Motivera och forklara sa vil du kan. Alla 16sningar
anges pa separat skrivpapper.

3. (a) Ange om foljande &r sant eller falskt.
Pastaende: Om f dr en kontinuerlig funktion pa ett begrinsat omrade D sa dr f
integrerbar pa D.

Svar: Falskt (om omréadet inte &r slutet kan integralen bli for stor).

(b) Vilka av foljande pastaenden stammer ? Varje ratt svar ger 0.5p. Du far max ange 2
alternativ; vid fler &n 2 angivna alternativ blir det Op. Det ricker att ange svar; ingen
motivering behéovs hdr.

A En trippelintegral [[] r AV tolkas som en volymen av omréadet R.

B En trippelintegral [[f R AV tolkas som en area av omradet R.

C Lat F = (F1,Fy) vara ett konservativt vektorvilt i tva dimensioner. Da é&r
6F1/8y = 8F2/81’

D Lat F = (F1, F») vara ett vektorvélt i tva dimensioner. Om 0F) /0x = 0F»/0y &r
F' konservativt.

E Lat F = (F}, F») vara ett vektorvalt i tva dimensioner. Om 0F) /0y = 0F»/0x &r
F konservativt.

Svar: A och C stammer.

4. Lat T vara kurvan beskriven av 4(t) = (cost,sint), —n/2 < ¢t < w/2 . Rikna ut arbetsin-
tegralen [, F e dr, dér F(z,y) = (—1,y*) genom
(a) att parametrisera 7" och direkt rékna ut integralen.

(b) att anvinda pa lampligt sdtt komplettera T till ett slutet omrade och anvinda Greens
sats.

Losning:(a) Randen dr redan parametriserad, med = cost,y = sint, sd de = —sintdt, dy =
costdt. Var arbetsintegral blir alltsa

w/2

w/2 /2 in3 ¢
/ Fodr—/ (sint + sin® ¢ cos t) dt—/ sin® t cos tdt = [Sm ] =2/3.
T —7/2 —7/2 3 —7/2

Losning:(b) Vi sluter till omradet genom att lagga till linjen ¢1(¢) = (0,1 — ¢), dér ¢
gar fran 0 till 2. Enligt Greens sats, om R dr det inre for det nya omradet 7och F ett

godtyckligt vektorfalt, sa ar [ F e dr = [f R[% - %%}dxdy. I detta fallet erhaller vi

/Fodr—l—/ Fodr:/ Fedr=0.
T 1 /
/Fodr——/Fodr.
T 4y

Med andra ord sa ar



Omradet R kan parametriseras med poléra koordinater, via x = rcost,y = rsint, dedy =
rdrdt dar 0 <r <1,—m/2 <t < /2. Vi far alltsd att dubbelintegralen ovan blir

1 pm/2
//Qxdxdy:/ / 2r? costdtdr = 2% 1/3%2 = 2.
R 0 J-x/2

Arbetsintegralen 6ver linjen ¢;(t) har dx = 0,dy = —dt och alltsa &r

2
/Fodr:/ (=1%0+ (1 —t)%x—1)dt =2/3,
01 0

vilket Gverensstammer med forsta uppgiften.

. Lat S vara den del av ytan z = 2? — y? dar 22 + y? < 1.

(a) Rékna ut arean till S.
(b) Rékna ut flodet upp genom S, for vektorfiltet F(z,y,z) = (—x,y,sin 2).

Losning:(a) Eftersom det &r en funktionsyta ges ytarea-elementet av dS =/ f2 + f2 + ldxdy =

V/(22)2 + (—2y)2 + ldazdy = \/422 + 4y? + 1dxdy. Vidare sa ir omradet S sidan att 22 +
y? < 1, vilket littast parametriseras med polira koordinater: = rcost,y = rsint, dvdy =

rdrdt och 0 <r < 1,0 <t < 2x. Alltsa ska vi rdkna ut integralen

on ol 1
// dS = / / \VAr2 + lrdrdt = 277/ v 4r?2 + 1rdr.
S 0 0 0

Detta gors ocksa littast med variabel-substitutionen u = 4r% + 1, s& att du/8 = rdr och

! 1[5 1 5001
2 = — 3/2|7 3/2 _
/0 Var +17‘dr—8/1 \/ﬂalu—12 [u }1—12<5 1).

Arean ges alltsé av ¢ (53/2 — 1).

Losning:(b) Eftersom det inte finns nagot lock, och funktionen redan verkar relativt sim-
pel om man bortser fran sinz, verkar det enklast att sitta upp flodesintegralen [J. gFe
NdS direkt. Eftersom det &r en funktionsyta parametriserad av x och y har vi NdS =
(= fu, —fy, Vdady = (—2x,2y,1)dzdy. Da éir F ¢ N = 2(22 + y?) + sin(2? — y?). Av sym-
metriskil forsvinner integralen éver sin(x? —y?). Med samma poliira koordinater som forrut

far vi da ) .
// F e NdS = / / 2r3drdt = 7.
S 0 0

—ay T
F(z,y) = <x2+y2,x2+y2>

. Betrakta vektorfaltet

for en konstant a.

(a) Bestdm konstanten a sa att F blir virvelfritt.

(b) Rékna ut arbetet som F utfor langs enhetscirkeln C', orienterad moturs.

x  _ WP-1?) 9 —ay _
Tty T (a2+y?)? Oy ity T

Losning:(a) Att F &r sluten innebér att % = %—Zl. Vi har %m

2 .2
%. For att det ska gélla maste a = 1.
Losning:(b) Enhetscirkeln &r parametriserad av @ = cost,y = sint,dr = —sintdt,dy =

costdt. Eftersom 22 + y? = 1 blir var arbetsintegral f cFedr= f027r cos® t + sin? tdt = 2.



7. Skissera integrationsomradet for
1 pl
// sin(z?®)dzdy
0 Jvy

Losning: Bild utgar. Men omradet kan beskrivas som 0 <y < 1,,/y <z < 1. Detta kan
alternativt beskrivas som 0 < 2 < 1,0 < y < 22, sa integralen ges alternativt av

1 px?
/ / sin(z3)dydz.
0o Jo

Denna integral verkar mer o6verkomlig, och vi far direkt, via variabelsubstitionen u =

23, du = 3z%dz att den ir lika med fol 2? sin(23)dz = 3 fol sinudu = =551,

och rékna ut integralen.



