Omtentamen (med l6sningar)
MVEOQ085 Flervariabelanalys

2016-01-04 kl. 8.30-12.30

Examinator: Dennis Eriksson , Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Anna Persson, telefon: 0703 088 304
Hjalpmedel: endast bifogat formelblad, ej rdknedosa

For godkéint pa tentan kravs antingen 25 poang pa godkéantdelens tva delar sammanlagt, eller att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godként pa del 1 kravs minst 10 poéng, for godkédnt péa del 2 kravs 13 poéng. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersédtta podng pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges néista lasar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksd Matlabmomentet vara godkant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poang sammanlagt pa tentamens alla delar.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan rattas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéantdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidan 3

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3-7 se sidan 4

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del réknas in for att nd godkdntgransen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstédndig 16sningsgéng, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

8. Beskriv filtlinjerna till vektorféltet F(z,y, 2) = (—y, z, ).

Losning: Faltlinjernas ekvation ges av

dz dy dz

—y oz x
Fran detta foljer det att xdr = —ydy och dz/dy = 1. Om vi integrerar den sista ekvationen
far vi att z = y + C, dir C #r en konstant. Om vi integrerar den forsta far vi 22/2 =
—4%/2 + D, dir D #r en konstant. Den sista kan skrivas om som z? + y? = 2D, dvs.
ekvationen for en cirkel med radie v/2D. Alltsa ges faltlinjeckvationerna av snittet mellan
cylindern 22 + 4% = 2D och planet y = z + C, for varierande C, D.

(6p)



9.

10.

Bevisa nedanstaende:

(a) Greens sats 6ver en rektangel R i R?;

(b) Identiteten div curl = 0.

Losning: Se boken eller foreldsningsanteckningarna.

Betrakta vektorfaltet F(z,y) = (ﬁ, %ﬂﬁ)’ definierat for alla (z,y) # (0,0).

(a) Visa att curl F = 0, men att arbetsintegralen for alla slutna kurvor som gar ett varv
runt origo &r icke-noll.

(b) Forklara varfor F inte kan vara konservativ.

Losning: Det ér en enkel berdkning att curl F = 0 utanfér origo. Vi kontrollerar forst

att den slutna kurvan parametriserad av r(¢) = (cost,sint),0 < t < 27 har en arbetsinte-

gral som é&r icke-noll. Integralen blir i det fallet, f027r Fe dz(tt) dt = 027r —sint(—sint)dt +

cost + costcostdt = 027r dt = 2m. Givet en annan kurva v som gar exakt ett varv moturs
runt origo, lat D vara omradet mellan v och r(¢). Enligt Greens sats ar skillnaden mellan
arbetsintegralerna ldngs v och r(t) en dubbelintegral 6ver D, med integrand curl F ek = 0,
allts& ger de samma svar.

Slutligen, F kan inte vara konservativ eftersom for konservativa vektorfélt sa ar arbetsingra-
ler enbart beroende av punkterna dar kurvan borjar och slutar. Om nu vi tar tva arbetsin-
tegraler som bdrjar och slutar i (1,0), t.ex. r(¢) och den konstanta kurvan 1(¢) = (1,0), ser
vi att 1 det ena fallet ar arbetsintegralen 27, i det andra fallet 0. Alltsd kan F inte vara
konservativ.




Formelblad fé6r TMA044 och MVE085, 15/16
Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(x +vy))

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)
1

sin(z) cos(y) = %(sin(x —y) +sin(z + 1))

P — t t
cos(x) cos(y) 2(008(3: y) + cos(z + y)) tan(z + y) = an(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)
Integralkatalog
o+t 1
/:Uadx = +C , a#-1 /fdx = Injz|+C
a+1 T
/sina:dac = —cosz+C /cosxdaz = sinz+C
1 1
/ 5— dx = tanz+C / ——dx = —cotx+C
cos? x sin” x
/exdz = &+C /axdz = a—+C’,O<a7é1
Ina
1 1 x f(z)
/mdx = aarctana—kC , a#0 /f(x) dx = In|f(x)|+C
1 1
/ﬁdaz = arcsin%+0,a>0 /\/a—x2dx = 5;1c a—x2+garcsin%+0,a>0
1 1
/7dx = Injlz++vVa2+4+a|+C , a#0 /\/xQ—i—adJc = —(zvzl+a+aln|z+V2?2+a|)+C
Vi ta 2
Maclaurinutvecklingar
” = 2k 2?28
(& = Zﬁ = 1+$+§+§+
k=0
oo 2k—1 3 5 7
i _ ot
sinz = ,;( 1) oh=1) T + T +...
oo 2%k 2 4 6
1 _ _1)kE o
cos T = Z( 1) k)] = 1 51 + 6l +...
k=0
oo
o @ % B ala—1) , a) _ ala—-1)...(a—k+1)
(1+=x) = I;](k)x = 1+ozac—|—72! 4., Jzl <1, p )= K1) 1
oo k 2 3 4
In(1 = ) L = -4 T4 1<z<l
n(1+ ) 1;1( ) R s , —l<a<
o0 2k—1 3 5 7
arctany = kzl(_l)k_lgkl - - % + % - % +... , |zl <1

Ovrigt
fffg zp(z,y, z) dedydz
fffn p(x,y, z) dedydz

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp = , analogt for yr, z7.

p(z,y, z) ar densiteten.
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Godkantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa separat skrivpapper.

(a)

i. Ange om foljande pastaende om en godtycklig funktion f : R? — R r sant eller
falskt.
Pastaende: Om grinsvdrdet da (x,y) — (a,b) ezisterar, s ar f(z,y) = f(a,b).

Svar: Fualskt (ovanstaende géller endast om f &r konstant).

ii. Lat f : R?2 — R vara en differentierbar funktion och studera ytan z = f(z,y).
Vilket eller vilka av foljande pastaenden om de partiella derivatorna &r sanna? Ni
far ringa in mazx tvd alternativ (bokstaver); for fler &n tva angivna alternativ blir
det 0 podng. Varje ratt svar ger 0.5p.

A Den partiella derivatan f; anger lutningen pa tangentlinjen till kurvan som
skir ytan z = f(z,y) och planet y = konst.

B Den partiella derivatan f; anger lutningen pa tangentlinjen till kurvan som
skir ytan z = f(x,y) och planet x = konst.

C Den partiella derivatan fo anger lutningen pa tangentlinjen till kurvan som
skir ytan z = f(x,y) och planet y = konst.

D Den partiella derivatan fo anger lutningen pa tangentlinjen till kurvan som
skir ytan z = f(x,y) och planet 2 = konst.

Svar: Rditt svar dr A, D

Bestidm ekvationen for tangentplanet till nivaytan 224232 +222 = 5 i punkten (1,1, 1).

Loésning: For en nivayta f(z,y, z) = 0 géller det att tangentplanet i en punkt (a, b, ¢)
gesav Vf(a,b,c)e(r—a,y—b,c—z) = 0. det hér fallet &r f(z,y, 2) = 22+2y%+22%2 -5,
och Vf = (2z,4y,4z). I punkten (a,b,c) = (1,1,1) far vi séledes ekvationen

(2,4,4)e(z—1l,y—1,z2—1)=20—24+4y—4+42—-4=0,

eller med andra ord = 4 2y + 2z = 5.

En partikel ror sig langs kurvan som parametriseras av r(t) = (2cost,sint, 1) med
0<t<2m.

i. Beskriv kurvans geometriska form.

ii. Bestdm partikelns fart i punkten ¢ = 7.

iii. Skriv ner en integral vars virde ger kurvldngden mellan ¢ = 0 och t = 27. Du
behover ej berakna integralen!

Losning: Fran kurvans parametrisering ser vi att /2 = cost,y = sint, z = 1. Alltsa
2
x

galler det att kurvan ér ellipsen 7 + y? = 1 liggandes i planet z = 1.
For en parametriserad kurva r(t) giller att farten ges av ||r/(¢)||. I detta fallet far vi

r'(t) = (—2sint,cost,0), sa att farten blir \/4sin?¢ 4 cos?t vilket #r 1 om ¢ = 7.
Slutligen ges ldngden av kurvan av integralen fozﬂ |lr'(t)]|dt = 027r V/4sin? t + cos? tdt.

(1p)



(d) Lat f(z,y,2) = x3y?z och parametrisera riktningsvektorn med r(t) = e'i + sintj +
g(t)k, dar g(t) ir en differentierbar funktion av ¢. Berikna 4 f(r(t)).

Losning: I allménhet for en funktion f(z(t),y(t), 2(¢)) har vi enligt kedjeregeln

df _ofdr  9fdy  0fd 0
dt  Oxdt Oydt Ozdt

Vi anvinder nu denna formel i vart fall vilket ger

af

il 32%y2%z - el + 223yz - cost + 232 - ¢ (1)

= 3e3tsin®tg(t) + 2e3 sint cost g(t) + e sint ¢'(t)
3e3t sint (sint g(t) + 2cost g(t) + sint ¢'(t)). (2)

Till foljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara si vil du kan.
2. Lat f(x,y) = 4oz — 4y — 2% — 2.

(a) Hitta och klassificera alla kritiska punkter till f(x,y).
(b) Hitta max och min till f(x,y) pa disken 22 + y? < 2.

(c) Bestam Taylorpolynomet till f(x,y) i punkten (0,0) till andra ordningenih =x —0
och k =y — 0, dvs behall termer upp till h2, k% och hk.

Losning: Vi borjar med att soka efter kritiska punkter till funktionen f(x,y) = 4z — 4y —
22 — y?. De partiella derivatorna ger:

filz,y) = 4-22=0 (3)
fo(z,y) = —4-2y=0. (4)

vilket ger att (z,y) = (2, —2). Eftersom
Julz,y) = =2, frz(z,y) = 0, fao(w,y) = -2
far vi att Hessianen ges av
Hnen =3 5) )

Ur detta sluter vi att punkten &r ett lokalt maximum.
Eftersom den enda globala kritiska punkten &r i (2,2) som #r utanfor disken z2 4 y% < 2,

maste max och min ligga pa randen. Den kan léttas parametriseras som r(t) = (v/2 cost,v/2sint), 0 <

t < 2. Inséttning i f ger f(r(t)) = 4v/2cost — 4v/2sint — 2cos?t — 2sin?t = 4/2 cost —
44/2sint — 2. Vi hittar kritiska punkter genom att hitta punkter f/(r(t)) = —4v/2sint —
4v/2cost = 0 dvs. sd att /2sint = —v/2cost. Men om z = ﬂcost,y = +/2sint och
r = —y, sa giller 22 +y? = 222 = 2, dvs. (z,y) = (1, —1) eller (—1,1). Inséittning av dessa
viarden i f(x,y) ger f(1,—1) = 6 och f(—1,1) = —10. Alltsd maste —10 vara minimum
och 6 vara maximum.

Vi har redan rdknat ut alla relevanta partiella derivator, och inséttning i standardformel
for Taylor-utveckling ger

f(O+h,0+k) ~ 4h—4k—h>—k% (6)
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Godkantdelen: del 2

Till uppgift 5-6 nedan riacker det med kortare 16sningsskiss men for uppgift 7-8 skall
fullstdndiga l6sningar redovisas. Motivera och forklara sa vil du kan. Alla 16sningar
anges pa separat skrivpapper.

3. (a) Ange om foljande &r sant eller falskt.
Pastaende: Om F dr ett vektorfilt, sa dr fdltlinjerna ortogonala till F.

Svar: Falskt (faltlinjerna ar parallella med F).

(b) Vilka av foljande pastaenden stammer ? Varje ratt svar ger 0.5p. Du far max ange 2
alternativ; vid fler &n 2 angivna alternativ blir det Op. Det rdicker att ange svar; ingen
motivering behdovs hdr.

2 2 ..
#°=Y" Gver R? konvergerar.

A Den generaliserade integralen av e~

B Om f ar kontinuerlig 6ver en sluten méngd s ar f integrerbar pa samma méngd.

C ¢(z,y,2) = yz+ xz + xy ar en potential till vektorfaltet F(x,y, 2) = (yz, zz, zy).

D ¢(x,y,z) = zyz ar en potential till vektorfiltet F(z,y, 2) = (yz,xz, xy).

E Potentialerna ¢ och ¢ + ¢, diar ¢ ar en godtycklig funktion, motsvarar samma
vektorfalt.

Svar: A och D stammer.

4. Lat T vara randen, moturs orienterad, till triangeln vars horn ligger i (0,0), (1,0), (0, 2).
Rikna ut arbetsintegralen [.F e dr, dir F(z,y) = (y?, —z*) genom

(a) att parametrisera T och direkt rdkna ut integralen.

(b) att anvinda Greens sats.

Losning:(a) Randen bestar av tre stycken linjestycken, ¢1,¢s, (3, som vi parametriserar
som foljer:

G @) =(t0) 0<t<l1
ly: r(t)=(1—1t2t) 0<t<1
l3: r(t)=(0,2—1t) 0<t<2

[ forsta fallet dr dessutom y = 0 och dr(t) = (dt,0), si F e dr(t) = y?dt = 0. Av samma
anledning ger arbetsintegralen 6ver f3 inget bidrag.

Séledes &r det enda releventa segementet fo. Har dr x = 1 — ¢,y = 2t och dr(t) = (-1, 2)dt,
si Fedr(t) = (4t?x(—1)—(1—1)%42)dt = (—6t%+4t—2)dt. Omskrivning av arbetsintegralen
ger da

1
/ Fedr(t) = / (612 + 4t — 2)dt = [26 + 262 — 2], = 2.
L2 0

(0,5p)

(1p)



Losning:(b) Enligt Greens sats, om R dr det inre for triangeln och F ett godtyckligt
vektorfélt, sa &r [ F e dr = [ R[%}; 2 %—?]dwdy. I detta fallet erhéller vi

/TF odr = //R(—Qx — 2y)dady.

Omradet R kan parametriseras som 0 < x < 1,0 <y <2 — 2z, 83
1 p2-2z 1
// (—2x — 2y)dzdy = / / [—2z — 2y|dydx = / (4dx — 4)dx = -2
R o Jo 0

. Lat S vara den del av ytan z = 9 — 22 — y? som ligger ovanfor zy-planet.

(a) Rékna ut arean till S

(b) Rékna ut flodet upp genom S, for vektorféltet F(x,y, z) = (eyz,x,e_xz_?ﬂ), genom

att tillampa Gauss divergenssats pa lampligt sitt.

Losning: (a) Eftersom det dr en funktionsyta ges ytarea-elementet av dS = |/ f2 + f; + ldxdy =

V/(=27)2 + (—2y)2 + ldzdy = \/422 + 4y2 + ldxdy. Vidare sa ir omradet S sadan att 22+
y? < 9, vilket littast parametriseras med polira koordinater: x = rcost,y = rsint, dedy =

rdrdt och 0 < r < 3,0 <t < 27 Alltsa ska vi rdkna ut integralen

or 3 3
// dS = / / VAr2 4+ lrdrdt = 27r/ \VAr?2 4+ 1rdr.
s o Jo 0

Detta gors ocksa littast med variabel-substitutionen u = 4r% + 1, s& att du/8 = rdr och

3 1
/ Var? + 1rdr = =
0 8

Arean ges alltsi av § (373/2 — 1).

it gy [ = gy (),

Losning:(b) Gauss divergenssats siger att for ett slutet omrade R med rand D och ett
vektorfilt F sa dr flodet ut genom D givet av formeln

//DFodS:///RdideV.

I vart fall vill vi vélja R till det slutna omradet mellan S och S; som ges av 22442 < 9,z = 0.

Vi far da enligt Gauss
//FodS+// FodS:/// div FdV.
S S1 R

Eftersom divF = 20 4 %};2 + % = 01 detta fallet, sa far vi

I //SFodS:—//SlFodS.

(2,5p)

(3p)



Den sista integralen kan vi rdkna ut, genom dS = NdS dir N = (0,0,—1) &ar enhetsnor-
malen pekandes utat fran R, och dS = dxdy = rdrdt ar ytarea-elementet 6ver S; som vi
parametriserar med samma poldra koordinater som i del (a). Da far vi att

2 3 2 3 3
// FedS = / / (Y%, x, e_IQ_yQ)o(O, 0, —1)rdrdt = —/ / e rdrdt = —27r/ e rdr.
S1 o Jo o Jo 0

Vi riknar ut denna genom att sitta u = 72, du/2 = rdr, vilket ger —27 f03 e " rdr =
-7 fog e Udu = m(e™? — 1). Saledes #r

//SFodS——//S FedS=mn(l—e?).

. Betrakta det konservativa vektorfaltet

2

F(z,y,2) = (2zyz — 6zsin(y), 2%z — 322 cos(y), 2%y + €°).

(a) Hitta en potential till F.

(b) Rékna ut arbetet som F utfér mellan punkten (0,0,0) och (1,1,1), lings kurvan
r(t) = (t,2,#3),0 <t < 1.

Loésning:(a) En potential ges av ¢(z, vy, 2) = x2yz — 322 siny + €.

Losning:(b) Arbetet som F utfor beror bara pa édndpunkterna, och ges av ¢(1,1,1) —
¢(0,0,0) =1 —3sin(l) + e — 1 = e — 3sin(1).

. Hitta masscentrum (zp,yr, 2r) for omradet R som ligger under ytan z = /1 — 22 — y?
och ovanfor zy-planet, for den konstanta densiteten p(z,y,z) = 1. Se formelbladet for
definitionen av masscentrum.

Losning: Enligt formel sd behver vi rdkna ut foljande integraler

o JW g zpdV
T reav

~ JrypdV

T pdv

o — fffRdeV
N

Man ser latt att masscentrum for xp och yr bada ar 0, pga. symmetri eller konkreta
réakningar som &dr vildigt snarlika de som foljer, s& vi koncentrerar oss pa den sista. Vi
maste forst rakna ut, eftersom p = 1, [[[dV. Det &r helt enkelt volymen av R, och
eftersom omradet ges av x? 4+ 4% + 22 = 1,z < 0, &r det hélften av volymen av en boll med
radie 1, dvs. 27/3.

Slutligen maste vi ocksa rikna ut [[f R #dV som enklast gors genom att ga over i sfariska
koordinater: z = Rcosfsin¢,y = Rsinf cos ¢,z = Rcos¢ och grinserna ges av 0 < R <
1,0<0 <27,0 < ¢ <7/2. Eftersom dV = R?sin ¢dRd¢d far vi att

///dev _ /027r /07r/2 /01 R3sin ¢ cos pdRdpdl = 727/0”/2 0 26/2d6 — % - cos(2¢)/2]3/2 =2

Vi far alltsd till slut att 2 = fffﬁ il = (n/4)/(27/3) = 3/8 och

(iBT,yT,ZT) = (070> 3/8)-

s



