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Tentamen pa kursen bestar av tre delar; del 1 och del 2 av godkéntdelen samt Gverbetygsdelen. Denna deltenta
tacker endast den forsta av dessa tre delar. For godként pa tentamen som helhet kravs normalt att bada delarna ar
godkénda var for sig. For godkéant pa del 1 krévs minst 10 poang, for godként pa del 2 kravs 13 poédng. Alternativt
kan man klara tentan genom att fa 25 podng totalt pa del 1, del 2 och med bonuspoéng. Erhallen poéng pa nagon
av delarna far ersétta podng pa motsvarande del pa senare tentamen. For godként pa kursen skall ocksa Matlab-
momentet vara godkint. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33 resp. 42 poang sammanlagt p& tentamens alla delar.

Losningar liaggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéoms anonymt.
Resultat meddelas i samband med undervisningen senast tre veckor efter tentamenstillfdllet. Férsta gransknings-

tillfalle meddelas pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 11-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2

Godkantdelen, del 2
Uppgift 3-8

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poéng pa denna del rdknas in for att n& godkintgransen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstdndig 16sningsgéng, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till méalet.

9. Lat F: R?2 — R? vara ett 6verallt definierat vektorfilt.

(a) Lat €; och €y vara tva kurvor som boérjar i en punkt P; och slutar i en punkt Ps.
Anvind Greens sats for att berdkna skillnaden f¢1 F-dr — fQIE‘ - dr i termer av
dubbelintegraler.

(b) Anvéand ovanstaende observation och lampliga identiteter for att bevisa att om F &r
konservativt, sa ar arbetsintegralen oberoende av vig.

10. Lat f : R? — R vara en funktion.

(a) Formulera definitionen av differentierbarhet for f(z,y) i en punkt (a,b).
(b) Visa att om f(x,y) ar differentierbar i (a,b) s& ar f(z,y) kontinuerlig i (a,b).

(c) Betrakta vektorfiiltet V f som ett vektorfilt R® — R3 genom att sitta z-komponenten
till noll. Visa att curlVf =V x (Vf) = 0.

11. Lat K vara en kon i R3: Basen till konen dr ett omrade A i z = 0 och P € R? #r spetsen
till konen, s& K ges av alla punkter pa alla linjer som dras mellan P och A. Bevisa med
hjalp av lampliga verktyg fran kursen att volymen till K &r Area(A)*Ho6jden/3. T1ips: Det
kan vara vdrt att borja med ett specialfall (ger 2 poéng).

(6p)



Formelblad fér TMA044 och MVE085, 15/16

Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

cos(z) cos(y) = %(cos(m —y) +cos(z +y))

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x — ) +sin(z + 1))

tan(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y)

tan(z +y) =

Integralkatalog
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Ovrigt

_ fffg zp(z,y, z) dedydz

, analogt for yr, zp.

Masscentrum (zr, yr, z7) for  ges av xp =

p(z,y, z) ar densiteten.

ffo p(x,y, z) dedydz
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Godkantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa angiven plats.

(a)

Ange om foljande pastaende om en godtycklig funktion f : R? — R ér sant eller falskt.

Pastaende: De inre punkterna (interioren) av en sluten boll dr sluten

Lat f : R?2 — R vara en differentierbar funktion. Vilket eller vilka av foljande pasta-
enden dr sanna? Ni far ringa in max tre alternativ (bokstéver); for fler 4n tre angivna
alternativ blir det 0 podng. Varje ratt svar ger 0.5p.

A Om f har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning till (a,b), s& ar f
differentierbar i (a,b).

Om f:s partiella derivator existerar i (a,b), sa &r f differentierbar i (a,b).
Gradienten kan ses som en flervariabel analog till derivatan av en funktion f(z).
Hessianen kan ses som en flervariabel analog till derivatan av en funktion f(x).

HOQ®

Om U ér en 6ppen méngd och begrinsad mingd i R?, sa existerar nédvindigtvis
globalt max i U.

F Om U ér en sluten méngd och begrinsad mingd i R?, s existerar nodvindigtvis
globalt max i U.

G Om U ir en begriansad mingd i R?, sa existerar nodvindigtvis globalt max i U.
Lat f(z,y,z) = sin(zy) + cos(y) — xz. Bestdm tangentplanet till ytan f(z,y,2) =0
i punkten (0,7/2,1) och bestdm riktningsderivatan D, f till f i samma punkt och
riktningen v = (1,0,0).

Losning:

(3p)



(d) Bestdm gransvirdet

lim sin(h+k)/In(1+h+ k).

(h,k)—(0,0)
Tips: Gor en forsta ordningens Taylor-utveckling av sin(h + k) och In(1 + h + k). (4p)
Losning:
T P

Till fé6ljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Anvand Lagranges metod for att bestdmma minsta avstandet fran kurvan
g(z,y) = 2* — y* = 0 till punkten (0, 2).
Tips: Funktionen +/x2 4+ y? dr minimal pa ett omride exakt nir f(x,y) = 2% + y? ar
minimal. (5p)
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Godkantdelen: del 2

Till uppgift 3-6 nedan racker det med kortare 16sningsskiss direkt pa tentan men fér
uppgift 7-8 skall fullstindiga 16sningar redovisas pa separat skrivpapper.

3. (a) Lat D vara ett omrade i R3. Vilka pastaenden nedan &r sanna om de sfiriska koordi-
naterna (R, 6, ¢)? Varje ritt svar ger 0.5p. Du far max ange 2 alternativ; vid fler &n 2 (1p)
angivna alternativ blir det Op. Det ricker att ange svar; ingen motivering behévs hdr.
A dV = R2dRdf d¢
B dV = R? sin¢dRdf do
Co<o<nm
D0<o¢<m
E -c0o<R<x

4. Lat F vara en konservativ kraft med potential ¢ definierad pa en 6ppen sammanhéngande
domén D i zy-planet. Vilka av foljande pastaenden stdmmer for F? Varje réatt svar ger (1p)
0.5p. Du far max ange 2 alternativ; vid fler 4n 2 angivna alternativ blir det Op. Det rdcker
att ange svar; ingen motivering behdvs hdr.

(a) A Eftersom F ar konservativ sa maste linjeintegralen éver alla kurvor i D som sam-
manbinder tva godtyckliga punkter i D att forsvinna.

Arbetet som F utrattar langs en sluten kurva i D &r noll.
Ekvipotentialkurvorna till F &r alla vinkelrdta mot faltlinjerna.

Vektorn V¢(z,y) &r vinkelrdt mot vektorn F(x,y) i punkten (z,y).

mO QW

Potentialerna ¢ och ¢ + ¢, déar ¢ ar en godtycklig funktion, motsvarar samma
vektorfalt.

5. (a) Rita upp integrationsregionen i integralen I = fol fz% dydx, och #ndra integrations-
ordningen sa att I skrivs som en integral 6ver dxdy istéllet. (2p)

Tips: Ndr du byter ordning kommer I skrivas som summan av tva separata integraler.

Losning:



6. (a) Visaatt F(x,y) = (322 —6y?)i+ (—12zy+4y)j dr konservativ och ta fram en potential
¢(z,y)-

(b) Lat C vara kurvan i R? som ges av 2 = 1+ y3(1 — y)? dér 0 < y < 1. Bestiim arbetet
som F(z,y) utévar langs C.

Losning:

7. (a) Anvand Greens formel for att visa att interioren till ellipsen

(2= B | (y—kP
a? * 2 !

har area mab.

8. Lat S vara den del av sfiaren x? +y? + 22 = 4 som ligger utanfor cylindern 22 4 32 = 1 och
lat F(z,y,2) = yi — xj + zk vara ett vektorfalt.

(a) Berdkna flodet ut genom S av vektorfiltet F(z,y, z). Du kan anvénda enhetsnormal
N = %(ac, y, z) och det dr rekommenderat att anvinda sfiriska koordinater; granserna
for ¢ blir: 7/6 < ¢ < 57/6. Notera att cos 5m/6 = —v/3/2 och cos 7/6 = /3/2.

(b) Visa att flodet av F(z,y, z) genom mantelytan av cylindern 22 + y2 = 1 &r noll.

(¢) Anvind Gauss sats for F(z, y, z) for att beriikna volymen av regionen som ligger mellan
S och cylindern 2% + y% = 1.

(3p)



