Tentamen
MVEO085 Flervariabelanalys

2015-08-28 kl. 8.30-12.30

Examinator: Dennis Eriksson , Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Frida Svelander, telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godkdnt pa tentan kravs antingen 25 poéng pa godkéntdelens tva delar ssmmanlagt, eller att bada delarna ar
godkinda var for sig. For godkiint pa del 1 kridvs minst 10 poéng, fér godkiint pa del 2 kridvs 13 poéing. Erhallen
poéng pa nagon av delarna far ersitta poing pa motsvarande del pa senare tentamen tills kursen ges nésta lisar.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksa Matlabmomentet vara godkéant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens alla delar, inklusive eventuella bonuspoiing fran kryssuppgifterna.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réttas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéntdelen, del 1
Uppgift 1 och 2 se sidor 3-4

Godkintdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se sidor 5-6

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéing fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkéntgriansen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstéindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

6. ... x+y+2z=2skir ..... z=a224+y%ien ... (fyll i de rétta orden !). Bestdm de
punkter pa skdrningskurvan som ligger ndrmast och liangst bort fran origo.

Lo6sning: De rétta orden ar, i tur och ordning, Planet, paraboloiden och ellips.

Vi soker max och min av funktionen f(z, y, z) = 22 +y?+ 22 under bivillkoren g; = g2 = 0
dir gi(z,y, 2) = ¢ +y + 22 — 2 och ga(x, y, z) = 22 + y? — 2. Vi anviinder Lagranges
multiplikatormetod och far féljande fem ekvationer for x, y, z, A, w:
of _,0gq1 | Ogs
— =)= —=2r=A+2 1
Ox or P or v +2u, (1)
of dg1 dg2
— === — =2y=A+2 2
oy~ Vay THoy T =AY, (2)
of 0g1  0Ogo

SN R LN P Y 3
0z 5. oz : K (3)
gl(x,y,z):x+y+2,z—2:0, (4)
92($a Y, Z):l'2+y2—,2:0 (5)

Fran (1) och (2) far vi

A=2z(1—p)=2y(1—p),



som ger tva mojligheter:
FalL 1: p=1, A=0.
Inséttning i (3) ger z = —%, som séger emot (5). Detta fall giller alltsa ej.
FaLL 2: z =y.
Inséttning i (4) och (5) ger
2 1
z=1—x=2z2°= 2= —1 eller x:§,

som ger de tva punkterna (—1, —1, 2) och (3, 3, 1). Vi beréiknar slutligen

s (343)S

och eftersom 6 > % sa maste (%, T %) vara den punkt pa ellipsen som ligger ndrmast origo

och (=1, —1, 2) vara den punkt som ligger léngst bort.

(a) Ange och bevisa formeln f6r volymelementet i sfériska koordinater.

(b) Lat f(x, y) vara en funktion som ér definierad pa ett slutet, begrinsat och samman-
hingande omrade D i planet, och kontinuerlig déri. Formulera och bevisa medelvér-
dessatsen for f.

(c) Definiera vad som menas med att en funktion f(x,y) dr differentierbar i en punkt
(a, b).

Losning (a): Se avsnitt 14.6 i boken, mer precis sidan 845.
(b): Se avsnitt 14.3 i boken, mer precis sidor 822-823.

(c): Se definition 5, avsnitt 12.6 i boken.

(a) Lat F(z, y, z) = 2zi+4xj+5yk. Bestdm ¢, F-dr, dir C &r skiirningen mellan z = 2+4
och 22 + y? = 4, orienterad moturs sett uppifran lings z-axeln.

(b) Lat F vara ett glatt vektorfélt (dvs alla dess partiella derivator av alla ordningar &r
kontinuerliga, sa inga konstigheter !) och S en sféir. Vad kan man séiga om [ curl(F)-
dS ? Motivera ditt svar !

Losning (a): Stokes sats medfor att

Ath:/éwayN%g (6)

diir S &r den del av planet z = f(z, y) = = + 4 som ligger innanfér cylindern 22 + 32 = 4.
Forst har vi

i j k
VxF=|£2 2 2 |- =5 2+4k (7)
2z 4x  zdy

Nist har vi

NdS = +(f, fy, —1)dzdy = +(1, 0, —1) dz dy. (8)



Eftersom vi gar moturs lings C sett uppifran sa kommer S att ligger till vinster om
fardriktningen, sa N ska peka upp fran S och ddrmed ha en positiv z-komponent. Déarfor
véljer vi minus tecknet i (8). Fran (7) och (8) hérleder vi sedan att

(VX F)-NdS = (5 -2,4)-(=1,0, 1) dedy = — dz dy.

/F-dr:—// dx dy
C 7w(S)

dir 7(S) ar projektionen av S pa den del av zy-planet som begrinsas av cylindern, dvs
skivan 22 4+ y? < 4. Sa vi far slutligen

Inséttning i (6) ger att

— // dx dy = —Area(n(S)) = —[r(2%)] = —4~.
w(S)

(b): Integralen &r noll. Man kan se detta pa olika sitt. Ett sétt dr att anvinda Stokes sats
och konstatera att sfaren dr randfritt. Alternativt, enligt Gauss sats sa &r

//S(VXF)‘dS:///BV(VXF)dV,

dar B &r klotet som innesluts av S. Men for godtycklig F sa dr V - (V x F) = 0, se Sats
16.2.3(g) i boken.
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Trigonometri.

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

1

cos(z) cos(y) = E(cos(aﬁ —y) +cos(z +y))

Integralkatalog

" xa-&-l

/:U dx i +C

/sina:dx = —cosx+C

1

/ 5 dx = tanz +C
cos? x

/ e’ dx = 4 C

1
/7x2+a2 dxr =

1
/ﬁdl‘ = arCSin%+C,a>O
1 Y
/\/TTCZJ? - 1n|x+ $2+a|+c,a7é0
x a

1
farctang—&—C , a#0
a a

Maclaurinutvecklingar

2

oo 2k—1
: _ -1 k—1 T
sin x ];( ) k= 1)
oo 22k
cos T = (—1)*
2V g
1+x)* = Z<z>xk
k=0
> X
In(l+z) = Z(_nk“?
k=1
oo 2k—1
t _ _\k-1 %
arctan x k:1( ) 5h 1
Ovrigt

Masscentrum (zr, yr, z7) for Q ges av zp =

p(x,y, z) dr densiteten.

a#—1

sin(z) sin(y) = %(cos(w —y) —cos(z +y))

sin(z) cos(y) = %(sin(x —y) +sin(z + 1))

tan(z +y) =

tan(z) + tan(y)

1

1
/fdx
x

/cosa:dx =

/ 1
sin? x
/ a® dx

/58

/mdx -
/mdx _

— tan(z) tan(y)
= Injz|+C
sinz + C
dz = —cotz+C
afE
= —+4C ,0<a#1
Ina
dx In|f(z)|+C

2

1 T T
tat oyt
3 xd 27
x2S
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1+ozx+a(a2' )1‘24- s lxl <1 (
2 3 gt
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T 2—|—3 4—|— , <z <
3+x5 7+ o<1
T3 =

ffo zp(z,y, z) dedydz

fffg p(z,y, z) dedydz

, analogt for yr, zr.

> Q

)_

1
—z a—m2+garcsini+0 , a>0
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§(xx/$2+a—|—aln|x+\/x2+a|)+C
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k(k—1)...1
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Godkiantdelen: del 1

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Bestdm ekvationen for tangentplanet till ellipsoiden % + 4% + % = 3 1 punkten
(_27 17 _3> (2p)

Losning: Tangentplanets ekvation lyder
(fah fy7 fZ) |(1’0,y0,20) ' (SU — 20, Y — Yo, = — ZO) =0. (9)

Har ar (:EOa Yo, ZO) = (_27 ]-7 _3> och f(:E? Y, Z) = % +y2 + %a sa fx = %7 fy = 2y7
f-= %Z och i punkten (-2, 1, —3) géller f, = -1, f, =2, f. = —%. Inséttning i (9)
ger

2

Bestdm Taylorpolynomet av grad 2 i punkten (1, 1) fér funktionen
flx,y) = ¢~ och anviind detta for att uppskatta virdet av f(1.1,0.9). (3p)

L&sning: Vi har
fo = 2xew2_y, fy= —e’”2_y, foe = (2+ 4:62)6“:2_3/, Joy = fyz = —2xex2_y, fyy = er_y,

sa i punkten (1, 1) géller

f:17 f;r:za fy:_L fac;r:Ga f;ry:fy;t:_27 fyyzl- (10)

Formeln for Taylorpolynomet av grad 2 lyder

1
flat+h, b+k) = f(a, b)+[h - fo(a, b) + k- fy(a, b)]+§ [h2 - fez(a, b) + 2Rk - fry(a, b) + k2. fyy(a, b)] )
(11)
Har &r (a, b) = (1, 1). Inséttning av (10) in i (11) ger saledes Taylorpolynomet

1
f(1+h,1+k)z1+(2h—k:)+§(6h2—4hk+k2).

Slutligen om vi tar h = 0.1, £k = —0.1, sa far vi approximationen

f(1.1,0.9) =~ 1+ [2(0.1) — (=0.1)] + % (6(0.1)% — 4(0.1)(—0.1) + (—0.1)*] = - -+ = 1.355.



(c) Betrakta en partikel som ror sig for ¢+ > 1 enligt r(t) = t%i + 2tj + (Int)k. Bestdm
partikelns acceleration, bade som vektor och skalér, vid t = 2. Bestdm &ven ldngden
av banan som partikeln skiir ut mellan ¢t = 1 och t = €2.

L&sning: Vi har

1
r'(t) = 2ti + 2j + k v’ (t

) =2i—
IO =4 /2% + =/4+

1 1 V65
"(2) =2i— ~k ") =4/4+ = = .
() =2 gk, @I =1+ =Y

Vid t = 2 géller

Banans langd ges av

e2 e? 1 2 e2 1
/ !r’(t)Hdt:/ \/(2t)2+22+(t> dt:/ A+ A+ g dt =
1 1 1
e 1\? ¢* 1 >
:/1 <2t—|—t> dt:/1 <2t+t> dt = (> +1Int)[f = (2 +2) — (1+0) =e*+1.

Till féljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Lat f(x, y) = 2yy/z — Iny + x — 3y.
(a) Funktionen f har tva kritiska punkter. Bestdm och klassificera dessa.

(b) Om x = 52 + 2 och y = sin(s + t), bestim 8f

Lo6sning (a): I en kritisk punkt géller

fxz%ﬂzo, (12)

fy:2f—;—3:0. (13)
Ekv. (12) medfor att y = —y/x. Sétta in i (13) och lat u := /= sa far vi
2u+i—3:0;»2“2_5"‘“=0;»2u2—3u+1=0.

Denna kvadratiska ekvation har de tva lésningarna u = % och u = 1, som svarar mot x = i
och x = 1. Vi hade y = —\/x sa de tva kritiska punkterna ar (%, —%) och (1, —1).

For klassificeringen behéver vi andraderivatorna

Y 1 1
fmx:—M7 facy:fy:p:ﬁa fyy:?-
FaLL 1: I punkten (7, —%) s& 8r for = 2, foy = 2, fyy = 4, s foafyy — xy =4 > 0.

Dessutom &dr f, > 0 sa vi har ett lokalt minimum.

FALL 2: I punkten (1, —1) sa ar f,, = %, Joy =1, fyy =1, 88 foufyy — fﬁy = —% < 0 och
vi har en sadelpunkt.



(b): Enligt kedjeregeln,

0 af o of o
U T (L 1) o+ (2vE L 8) fonto ) =

sin(s + t) 1
=25 |—2 +1 t)- |2/ 2 +t2 — ——— —3|.
s { T + ]+cos(5+ ) [\/5 + Y 3]
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Poéng

Godkiantdelen: del 2

Till foljande tva uppgifter skall fullstindiga l6sningar redovisas pa separata skrivpap-
per. Motivera och férklara sa val du kan.

3. (a) Betrakta vektorfiltet F = (y?, —2?). Riikna ut arbetet som F utfér lings randen,
orienterad moturs, till den del av enhetsdisken som ligger i 6vre hogra kvadranten.

i. genom att rdkna ut kurvintegralerna direkt.

ii. genom att anviinda Greens sats.

Losning (a): Vilj (0, 0) som start- och slutpunkt. Randen ges av tre segment Cy, Ca, Cs,
som kan parametriseras i moturs ordning enligt

Ci:r(t)=(t,0),0<t <1,
Ca: r(t) = (cos(t), sin(t)), 0 <t < 7/2,

Ca:r(t)=(0,1—1),0<t<1.
Arbetsintegralen lings C; ges av f01(02, —t2) - (1, 0)dt = 0. P& liknande vis forsvinner
integralen langs Cs. Integralen lings Co ger & andra sidan

/2 w/2
/ (sin(t), —cos®t) - (—sin(t), cos(t)) dt = —/ (sin®(t) 4 cos®(t)) dt.
0 0

Av symmetri-skél ger termerna i integranden samma svar (vilket ocksa kan ses med vari-
abelbytet t — 7/2 — t), sa vi koncentrerar oss pa en av dem.

/7?/2 sind(t)dt = /W/Q sin(t)(1 — cos®(t)) dt
0 0
/2 w/2
= sin — cos?(t) sin
_ /0 (1) dt /0 () sin(t) dt

3 w/2
/2 cos®(t) 1 2
= [—cos(t =\ —1--==2
R e e |
dér i det sista ledet anvénde vi substitutionen u = cos(t), du = —sin(t) dt. Sa svaret blir
—9.2__4
3 3

Losning (b): Enligt Greens sats sa ér [ Pdx+Qdy = [[. . (%—g — %—5) dA. Alltsa

ir arbetsintegralen given av [ fmre(—Qaz —2y) dA. Vi parametriserar det inre genom poléra
koordinater: © = rcos(t), y = rsin(t), 0 < r < 1,0 < t < 7/2, och dA = rdrdt. Alltsa
raknar vi ut:

1 pr/2 L
_2/ / (rcos(t) + rsin(t)) rdrdt = _2/ 2dr

0 JO 0
2)- -2

1
/0 (cos(t) + sin(t)) dt
. K

=3 VsV.

Lo =

4. (a) Lat F(z,y,2) = (v* — ze_myz,xez2, ye™) och berikna flodet ut ur kuben begrénsad
av 0 < z2,y,2 < 1.

(b) Berékna flodet av samma vektorfilt F upp genom den sida av kuben som har z = 1.

Lo6sning (a): Enligt Gauss divergenssats sa ar

// F-dS:/// divF dv.
rand inre

Hér ar divF = % + %};2 + % = yz2e~"*, Vi ska alltsa rikna ut integralen



11 p1
/ / / yz2e ™™ da dy dz.
o Jo Jo

Har dr det viktigt att valja ratt ordning pa integrationen for att fa nagot integrerbart. Vi forst
far

1 1
1
/ yzle 2 dy = [ yz2e_xyz] = —ze ¥ + 2.
0 —Yz 0

Sedan far vi .
/ (—ze ™ +2)dy = [e V" + zy](l] =e “+z-1
0

%. Detta ar det totala utflodet genom

Den sista integralen ger fol(e*Z +z—1dz=---= % —
randen.

Lo6sning (b): Langs sidan z = 1 pa kuben sa dr enhetsnormalen som pekar uppat N = (0,0, 1).
En parametrisering av sidan ges ocksa av 0 < x < 1,0 <y <1, z = 1. Flodet ut ur sidan ges
alltsa av

1,1 1,1
//F .NdS = / / (y* — ze~ 7, a:ezz, ye™) - (0,0, 1)dedy = / / ye™ dx dy.
0o Jo 0o Jo

Integralen &r av samma typ som i féregaende uppgift, och vi understryker igen att det &r viktigt
att forst integrera med avseende pa x. Med samma metod far vi att flédet ut ur 6vre sidan med
z=1gesave—2.

5. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats

(endast l6sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) Berdkna [[ D yexgdA over omradet D i planet som begrénsas av y = 0, y = x och
z=1.

Losning: Omradet kan parametriseras med 0 < x < 1, 0 < y < z. Integralen vi far

ar
1 T 3
//yex dy dx.
0 Jo
x

Har &ar fg ye‘”3 dy = [%ezg]o = %exg. Nu gor vi variabelbytet u = 3

, sa att du =

3z2dx och u gar mellan 0 och 1. DA blir efter omskrivning integralen

1 u _
/edu:e 1.
o 6 6

(2p)



(b)

(c)

i. Bestdm en potential till det konservativa vektorfiltet (2p)
F(z,y,2) = 22y + yz, 22 + 22 + 2,2y + y).

ii. Rékna ut arbetet som vektorfiltet F utfor lings en bana som bérjar i (0,0,0)
och slutar i (1,1,1). (1p)

Losning (i): Vi soker en funktion f, sa att

V= (fe fy, f2) = 2y + yz, 22+ a2+ 2, xy +vy).

Genom att integrera forsta ekvationen med avseende pa z far vi att f = 2%y +
xyz + g(y, z), dar g bara beror pa y och z. Pa samma sétt far vi fran de andra
tva ekvationerna att f = 2%y + xyz + zy + h(x, 2) och f = zyz + yz + k(z, y).
For att detta ska vara konsekvent maste f = a2y + xyz + zy + C, dir C ar nagon
konstant.

Losning (ii): Eftersom vektorfiltet &r konservativt ges arbetet lings en godtyck-
lig bana av skillnaden mellan potentialerna vid &ndpunkterna. Dvs. f(1, 1, 1) —

£(0,0,0)=3—-0=3.

Lat R vara omradet i planet begrinsat av 0 <z, 0 <y, 1 < % <2ochl<zy <2

i. Rikna ut Jacobiandeterminanten ‘%’ for variabelbytet v = £, v = xy. (2p)
Hint: x = \/g,y = /uwv.
ii. Rékna ut [[,2dA. (1p)

Loésning (i): Den efterfragade Jacobideterminanten ges av absolutbeloppet av deter-

minanten av
or O v 1
gu gy — 2%3/2 2
9y Oy | — VU )
ou  Ov 27U
1 1

%% ~ Symae — och dess absolutbelopp

=

% [\
g

Determinanten ges saledes av —

1
av 5"

Lo6sning (ii): Enligt standardformeln f6r variabelbyten &r

flzw- 11

Eftersom y/x = u, far vi att integralen, med de givna grinserna blir

2 2
1 1
//ududv—.
1 1 2U 2

du dv.

,Y)
?/U)

O(x
o(u



