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For godkint pa tentan kriavs antingen 25 podng pa godkidntdelens tva delar sammanlagt inklusive bonuspoéng,
eller att bada delarna &r godkdnda var for sig. For godkint pa del 1 krévs minst 10 podng, for godként pa del 2
kravs 13 poédng. Erhallen poéng pa nagon av delarna far ersidtta podng pa motsvarande del pa senare tentamen.
For att fa slutbetyg pa kursen skall ocksd Matlabmomentet vara godkant. For betyg 4 eller 5 kravs dessutom 33
resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens alla delar inklusive eventuella bonuspoédng.

Losningar laggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensdagen. Tentan réattas och bedéms ano-
nymt. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas
pa kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp. Lycka till!

Godkintdelen, del 1
Se uppgift 1 och 2 pa sida 3-4
Godkintdelen, del 2
Uppgift 3, 4 och 5 se sidor 5-7

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av foljande uppgifter kan
poédng pa denna del réknas in for att nd godkantgransen. Normalt krévs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller &tminstone skulle kunnat leda, till méalet.
6. (a) Visa att f(x,y) = 2%(2® + y?)~! ¢j har en kontinuerlig utvidgning i origo. (2p)
(b) Avgor om f(x,y) = 23(2? + y?)~! &r kontinuerlig for alla (z,y). (4p)

Losning a): Dérmed réicker det att avgéra om lim, ) (0,0) f(7,y) existerar. Om vi gar
langs kurvan y = kz har vi att

x2 1

k) = 22+ k222 1+ k2

Eftersom detta vérde beror pa k kan ej gréansvirdet existera i origo.

Loésning b): Funktionen f &r kontinuerlig for (x,y) # (0,0). Vidare &r

2 2 2

F)| = lal 5y < || ey = o] < Va1 2.

$2+y2_ $2+y2

Dirmed giller att 23(2? + y?)~! — 0 da (z,y) — (0,0) och f #r kontinuerlig #ven i origo.



7.

(a) Formulera Stokes sats. Skriv upp alla nédvindiga villkor.

(b) Lat C vara kurvan i R? parametriserad av 7(t) = (2cos(t), 2sin(t), 2 — cos(t) — sin(t)),
t € [0, 27]. Betrakta filtet

2?2 —sin(x + y? + 23)
F(z,y,2) = | y—2ysin(z +y* + 2%)
y — 322 sin(z + 3% + 2°)

Berédkna arbetsintegralen gfcﬁ - dr.

Lésning a): Om S #r en styckvis glatt orienterad yta i R3 med glatt rand C och F:5—R?
ar ett glatt falt sa géller att
j/F-dF:// (Vx F)-as.
C S

Losning b): Kurvan C &r en ellips i planet « + y + 2z = 4. Vi kan beskriva C som randen
av ytan S definerad av x +y 4 2z = 4 for 22 4+ y? < 4. Sa vi kan anvinda Stokes sats. Skriv

0 r? —sin(z 4 % + 2%)
F=10|+|y—2ysin(z+y?+2%)
Yy —322sin(x + y? + 2°)

—

Fy Fy

Vi har att Fy = V¢ dir ¢(x,y, 2) = x—; + % + cos(z + y* + 2%) s

1
VXF=VxF=10
0

Orienteringen pa C som ges av parametrisering dr moturs (sett ovanifran), sa den korrekta
orienteringen pa S &r den uppat pekande normalen. Ytan S parametriseras som grafen till

flz,y)=2— % s& med héansyn till denna orienteringen ar
_or 1
ox 2
ds = _%gj dedy = | 3 | dady.
1 1

Vi sluter oss till att V x F - dS = %dxdy och att

fﬁ-dF://Vxﬁ-dgz%,
C S

om vi anviinder att arean av disken 22 + 32 < 4 #r 4.

(1p)



8. Beskriv faltlinjerna till ﬁ(:ﬂ, y,2) = (y,z,y°).

Losning: Vi soker 16sningarna till

dz  dy dz

y oy
Likheten %’” = % ger zdx = ydy sa 22 = y? + C for nagon konstant C. Insittning i
ekvationen d?’” = 2—5, ger att (22 — O)dr = dz s4 2z = % — Cz + D for nagon konstant D.

Filtlinjerna ges dérfor av ekvationerna z? = y2+C och z = %S—C:I:—i—D for konstanter C, D.
Sa féltlinjerna ar snitten mellan grafen z = %3 — Cz + D och hyperboloiden 22 = 42 + C.
Dessa ritas genom att méala upp en komponent pa hyperboloiden, exempelvis z = /32 + C
om C' > 0, och langs den rita upp grafen z = % —Cx+ D.

(6p)
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Godkantdelen: del 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats.
Endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas.
(a) i) Om f: R? — R har kontinuerliga partiella derivator sa #r f differentierbar.
A Ja
Svar: A
i) Lat f(x,y) = 22 — ¢, Vilket av foljande uttryck ger Taylorutvecklingar av f till
grad 21 (1,1)?
A Py(1+ h,1+k) = 2h+ 3k + h? — 3k?
B P(1+h14+k)=2h—-1)+3(k—-1)+ (h—1)2 -3k —1)?
C P(1+h14+k)=2(1+h)+3(1+k)+(1+h)>—3(1+k)? (0.5p)
Svar: A eftersom f(1+h,1+k)=(1+h)?—(1+k)?>=1+2h+h?— (1+3k+
3k% + k3) = 2h + h? — 3k — 3k%+ hogre ordningens termer.
iii) Lat f : U — R vara en kontinuerlig funktion pa en domin U C R2. Vilket av
féljande pastaenden &r sant?
A Om U ér sluten finns ett globalt minimum till f.
B Om U éar sluten och begransad finns ett globalt minimum.
C Om U ar begrinsad sa finns ett globalt maximum. (0.5p)
Svar: B, se boken.
(b) Lat G(z,y,z) := 23y + 57z. Bestdm tangentplanet till ytan i R? definierad av ekva-
tionen G(z,y,2) = 0 i punkten (0,0,0). (2p)
Loésning: Vi har att VG(z,y,2) = (3z%y,2,57)7 si normalen till tangentplanet
i (0,0,0) ges av i = VG(0,0,0) = (0,0,57)”. Normalplanets ekvation ges av i -
((z,y,2) —(0,0,0)) =0, dvs z = 0.
(c) Lat C C R? vara kurvan parametriserad av 7(t) = (%e%t, et), t €0,1].
i. Bestdm hastigheten i t = 0. (1p)

Losning: Hastigheten i ¢t = 0 ges av 7(0). Vi rdknar ut att 7 (t) = (e%t,et> s&
7(0) = (1,1).



ii. Bestdm langden av C.
Losning: DA 7 (t) = (e%t, et) sé dr ds = |7 ()| dt = Vet + e2tdt = e'/1 + et dt.

t

Langden av C ges med hjilp av variabelbytet u = e* av

1 e
léingden(C)—/ds—/ et\/l—l—etdt—/ V1+udu
c 0 1

2(1+u)3/2r 2((1 + e)3/2 — 23/2)

3 - 3

u=1

(d) Lat f = f(z,w) vara en tva ganger differentierbar funktion. Rikna ut %f(z, w) dér
=T+ Y, w= 3.

Losning: Om z = z(z,y) och w = w(z,y) s ar
0f _0f0: ofow . of 970z 9f o
or  0z0xr Ow Ox Oy 0z0y Owdy’
Vi har att z(z,y) = x + y och w(z,y) = 23 sa g—; = %Z =1, %—Z" = 322 och %—Z’ = 0.

Darmed ar
of of 8f3 2
— == + —=3z°.

oxr 0z Ow

Enligt samma princip ar

2 2 2 2
o0of _oF afs2 ha<af3x2)—6w+af3x2+9x4gw‘};.

920z 922 owoz"t °M o = T awas

Darmed ar o2 o2 o2 5
f_o4 / +6x—f + 92*

o0x2 022 Owdz ow

2f
ow?’

Till féljande uppgift skall fullstindig 16sning redovisas pa separat skrivpapper.
Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Betrakta funktionerna f(z,y) = 2y + z och g(z,y) = y? + zy — 1.

(a) Anvind Lagranges metod for att hitta extrempunkter till funktionen f under bivill-
koret g(z,y) = 0.

(b) Taylorutveckla funktionen g runt punkten (0, 1).

(3p)



Losning a) Enligt Lagranges metod ges eventuella extrempunkterna till funktionen f
under bivillkoret g(x,y) = 0 som kritiska punkter till F(z,y,\) = f(x,y) — Ag(z,y). Vi
har att Vf(z,y) = (1,2)” och Vg(z,y) = (y,2y +x)T. Det vill siiga, Lagranges metod ger
att eventuella extrempunkter finns bland 16sningarna till VF (x,y, \) = 0, som &r ekvivalent
med ekvationssystemet

1-JX2y=0

2—-AM2y+2)=0

y?+ay—1=0.

Vi 16ser nu ekvationssystemet. Eftersom Ay = 1 dr y # 0 och A = % Efter insattning i
andra ekvationen far vi 2 = 27’%, det vill séga, = 0. Inséttning i tredje ekvationen ger
y? = 1 sd y = 1. De kritiska punkterna till ' ges alltsa av (0,=41).

Losning b) Vi har att

g(az,y):y2+xy—1:(y—1+1)2+x(y—1+1)—1:
=(y-1)2 42— +14z(y—D4+z—-1=(y—-1*+a@y—1)+2y—1).

Den vanliga formeln far ocksa anvéndas, och det ger samma svar.
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Godkantdelen: del 2
3. Till nedanstaende uppgifter skall korta I6sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats.
Endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas.
(a) i) Lat f:U — R vara en kontinuerlig funktion pa en sluten méngd U C R?. Vilket

av foljande pastaenden om dubbelintegralen [f,; fdA &r falskt?
A Dubbelintegralen existerar om U &r begransad.
B Dubbelintegralen representerar volymen under grafen z = f(x,y) om f > 0.
C Dubbelintegralen existerar. (0.5p)
Svar: C ir falskt. For exempel dr U = R? sluten men integralent av f(z,y) =
sin(x) over R? existerar ej.

ii) Ar det sant att om F = (Fi, Fy) : R? — R2? &r ett glatt konservativt vektorfilt,
sa Overensstdmmer den partiella derivatan av F; med avseende pa x med den
partiella derivatan av Fy med avseende pa y? (0.5p)
Svar: Nej, daremot Gverensstammer den partiella derivatan av F; med avseen-
de pd y med den partiella derivatan av Fy med avseende pa x narhelst F' ar
konservativt.

iii) Vektorfiltet F'(z,y, z) = (yz,xz, xy) ar konservativt. Vilket av foljande alternativ
ar en potential till F'?
A xyz
B yz+zz+2zy
Svar: A

(b) Betrakta omradet D = {(z,y) € R? : 22 < y < x}. Skissa omradet D och skriv
[/ dA pa tva sétt: genom att hitta integrationsgrénserna for [[ dezdy och sedan for
[[ dydz. Du behéver ej rikna ut integralen. (2p)

Lésning: Domiinen skissas upp som att x € [0,1] och 22 < y < z, dvs omradet
nedanfor grafen y = 2 och ovanfor y = 2 for  mellan 0 och 1. Vidare, 22 < y < x
siger att 22 <y, y < x och x,y > 0. Vi kan 16sa ut = och far olikheterna z < VY,
y <z och z,y >0, det vill siga D = {(x,y) : y <x < ,/y och y > 0}. Dérmed &r

1 T 1 VY
// dA:/ / dydm:/ / dxdy.
D =0 Jy=x2 y=0 Jx=y



- 2
(c) i. Hitta en potential till vektorfiltet F'(z,y, z) = (62e¢3*", cos(y+32), 3 cos(y + 32)).

Losning: Vi gor ansatsen F= Vo, det vill séga

% = Gzedr”
g—i = cos(y + 32)

% = 3cos(y + 3z).

Forsta ekvationen ger ¢(z,y,2) = ¢3 + C(y,2) for en funktion C' som bara
C¢

beror pa y och z. Insdttning i den andra ekvationen ger Ty = cos(y + 3z) sa
d(z,y,2) = 3 +sin(y + 3z) + D(z) for en funktion D som bara beror pa z.
Insdttning i den tredje ekvation ger att %—’3 = 0. Vi sluter oss till att ¢(z,y,z) =

3 4 sin(y + 3z) + D for en konstant D.

ii. Rékna ut arbetet F' utfor lings kurvan #(t) = (¢,¢2,%), t € [0, 1].

Svar: Vi visade i a att F dr konservativ och att o(x,y,2) = 3 4 sin(y + 3z) &r
en potential. Ar arbetet ldngs kurvan C som 7 definierar given av

[ Far = o) = o) -
= #(1,1,1) — $(0,0,0) = € + sin(4) — ® 4 sin(0) = 3 + sin(4) — 1.

(d) Bestdm masscentrum av pyramiden med horn i (0,0,4), (0,4,0), (4,0,0) och (0,0,0)
vars densitet ar konstant genom att anvinda den angivna formeln i formelsamlingen.
Enbart referens till kind formel ger inga poéng.

Losning: Kalla pyramiden K. Kroppen K &r symmetrisk med avseende pa att byta
ut x, y och z med varandra, s T = ¢y = z. Vi bestammer z. Enligt definitionen ar

JI S zdV
Jgdv

Vi borjar med att beskriva kroppen K. Kroppen ar en pyramid, sa den begrénsas av
fyra plan. Tre av planen &r x = 0, y = 0 respektive z = 0. Det sista planet bestams
av att det skir x-axeln i x = 4, y-axeln i y = 4 och z-axeln i z = 4 sa planet ges av
x + vy + z = 4. Darmed beskrivs kroppen av att z,y,z > 0 och x 4+ y + z < 4. Vi delar
upp det i integrationsgranser som att 0 <x <4, 0<y<4—zxoch0<z<4—z—y.
Vi rédknar ut volymen:

T =

(2p)

(1p)

(3p)



///dv // /Mydzdydw:/;o/y:x(élxy)dydx:

4 —.’E2 —.1'3 4
:/xo [(4—:E)y y2/2]§;zdx: (4 )dx: [_(4 ; )] _ 32

=0 3 ‘

Néasta steg ar utrdakningen

4—x pd—z—y 4 4—x
/// xdV = / / / rdzdydr = / (4 —z —y)dydr =
z=0 y=0

4 (d — )2
:/x:O [(4—x)a:y—xy2/2];l;gda::/ 2 —2)°

=0 2
4

- [_x(llgm)g] i:o " /xio . _6$)3d$ - [_ . ;43:)4] - %

5
/-

dz = |partialintegration]

=0

Vi sluter oss till att z =1 och att masscentrum befinner sig i (1,1, 1).
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Poéang

Till féljande tva uppgifter skall fullstandig 16sning redovisas pa separat skriv-
papper. Motivera och férklara sa vil du kan.

4. Lat C vara den moturs orienterade randen till omradet i R? som i poldra koordinater ges
avl<r <2och0<6 <n/2 Berikna arbetsintegralen d¢F - d7 dir F(z,y) = (—y, z).

Losning: Da C &r randen till den kompakta doménen D som i poldra koordinater ges av

1 <r<2och0<60<x/2. Omradet D har styckvis glatt rand och F &r glatt i D sa vi

kan anvanda Greens sats. Vi anviander Greens sats. Vi har att % — %% =2 sa

fﬁ -dr' = // 2dxzdy = 2Area(D).
c D

Vi riknar ut arean av D som i(7-22 — 1) = 37/4 (genom att anviinda att arean av en

1
disk med radie r ar 7r?) sa
]( Fodi=2"
c 2

5. Lat S beteckna ytan vilken utgoér randen till kroppen i R? definierad av olikheterna

Vaz+y? < 2z < /1 —22 —92 Ytan S ir orienterad som en rand, det vill siga med
den utatpekande normalen. Vi betraktar faltet F(x,y, z) = (z,vy, 2).

(a) Berdkna ffSo F-NdS dir Sp ér delen av S pa sfiren 2 +y? + 22 = 1 genom att stilla
upp flédesintegralen och rédkna ut den.

(b) Beriikna [[y F - NdS pa valfritt siitt.

Losning a): Sy #r enligt a given av 22 4+ y? + 22 = 1 och z > 1/4/2. Den utatpekande
normalen pa sfiren ges av N = (x,y, 2) sa

//Soﬁ'ﬁdsz//So(x2+y2+z2)d5=//Sods:Area(so),

Vi raknar ut aren med hjéalp av ytelementet
dzdy
/1 — 22 — yz‘

Detta ytelementet riknas ut genom att skriva Sy som grafen z = /1 — 22 — y2. Alternativt
kan man anvénda sfariska koordinater.

dS =



Eftersom z > 1/v/2 pa Sp, dr 1 — 22 —y? > 1/2 pa Sp. Vi far dirmed integrationsgrinserna
som x2 + y? < 1/2. Vi riikknar meddelst polira koordinater ut att

dzdy V2 pdr 1
dS:// —— =27 =2 |[—V1—1r2| =2m.
//So 2+4y2<1/2 /1 — x2 — y2 0 V1—r2 |: }0

Losning b): Ytan S ér randen till kroppen K som definieras av olikheterna /x? 4+ y2? <
2 < /1 — a2 — 2. Faltet I ar glatt pA K si vi kan anvinda Gaufisats. D4 V- F' = 3 si ar

A Vi—a2—y?
//F'NdS:B///dV:B// / dz | dedy =
S K 2242<1/2 \J2=y/22 142

=3 // (\/1 —22—y2— /22 y2> dzdy = [poldra koordinater|
22 4y2<1/2
1/V2 1 3

—67T/ (M—T> rdr = 67 [—3(1—r2)3/2—r
0

3
1 1 1
:6”<‘m‘m+3>=”<2—“§>-

.

0



