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Matematik

Transformer och differentialekvationer for M3 2007
Inlamningsuppgift 2. Svangningar

1. Betrakta den endimensionella svingningsekvationen mi +ct+kx = F', ddr m ar Ia
den svingande partikelns massa, k ir fjaderkonstanten, c dr dimpningskonstanten, och

F ir den drivande kraften. Ligeskoordinaten 2 méter avvikelsen fran jamviktsliget (se m
figur). Betrakta svingaren som ett linjirt, tidsinvariant och kausalt system med F' som
insignal och = som utsignal. Uppgiften &r att beréikna utsignalen for nagra olika typer
av insignaler. Lat m = 1 och vilj ¢ och k i intervallen 0.2 < ¢ < 0.9, 3 < k£ < 10. k L c
Om F(t) = 0 for t < 0 kan Laplacetransform anvindas som i uppgift 1. Vi skall nu

se pa nagra andra fall.

a. Antag att F'(t) = |coswt|. Utveckla F(¢) i Fourierserie. Ansitt 2:(¢) som Fourierserie med samma
period och bestdm koefficienterna a,, och b,,. Bestdim en Fourier-approximation Fill F genom att ta med
sd manga termer att fol [F(t) — F(t)]2dt < 1075, Tag med lika manga termer i utvecklingen av z () och
plotta resultatet for (t.ex.) —2 < ¢ < 2.

b.Lat F'(t) = e~ sin t. Vilken metod (transform) kan nu anvindas? Plotta resultatet for —5 < ¢ < 10.

c. (Overbetygsuppgift)
= e Itlsint, ¢t<0
"~ )coswt|, t>0

Plotta 16sningen for —5 < ¢ < 15.

2. Tre kroppar med massorna m1, ms och mg &r kopplade till varandra och till
omgivningen via fjadrar och viskdsa ddmpare enligt figur. Stéll upp detta dyna-
miska systems rorelseekvation (se avsnitt 4.7 i kompendiet). De virden pa massor
och fjader- och ddmpningskonstanter som du skall anvéinda finner du i ditt person-
nummer (med nollor ersatta av 10:0r): mymamskikaks — (20¢1)(20c2)(20¢3) * .
Démpningen uppfyller alltsa 0.05 < ¢; < 0.5. Vi skall prova nagra olika metoder
att 10sa detta system.

3. Bestdm motsvarande odimpade, homogena systems egenvinkelfrekvenser
och egenvektorer med hjdlp av Matlab eller Mathematica. Utnyttja detta for att
ange de tre massornas fria sviingningar. Bestim losningen dd z1(0) = 1, 22(0) =
0, z3(0) = 0, z7(0) = 0, 25(0) = 0, 25(0) = 0. Rita grafer till denna for
0 <t <50.

4. Gor om det oddmpade och det dimpade, homogena systemet till forsta ordningens system av differen-
tialekvationer pa formen x = Ax. Bestim egenvirden och egenvektorer till de tva koefficientmatriserna.
Vilket samband giller mellan egenvéirdena och egenvektorerna till det oddmpade systemet i deluppgift 3
och i denna deluppgift? Bestim &ven nu lsningarna da z1(0) = 1, 22(0) = 0, 23(0) = 0, 2 (0) = 0,
x5(0) = 0, 25(0) = 0. Rita graferna f6r 0 < ¢ < 50 och jamfor med tidigare resultat.

5. Ett annat sitt att bestimma 19sningen till ett homogent system av linjéra forsta ordningens differential-
ekvationer x = Ax #dr med hjilp av exponentialfunktionen for matriser. Skriv en funktionsfil for berdkning
av e*4x(0) pa ett intervall [0,#;]. Invariabler bor vara matrisen A, sluttidpunkten ¢;, begynnelsevirdet
x(0) samt antalet punkter i indelningen av [0, ¢;]. (Berikning av av e” finns inbyggd i Matlab, kommandot
ar expm( A) .) Utvariabler bor vara en vektor ¢ av tidpunkter och 16sningen x fér motsvarande ¢-virden.
Losningskurvorna plottas sedan radvis med pl ot (t, x(i,:)). Utnyttja denna metod for att 16sa det
oddmpade resp. dimpade systemet. Plotta de tre massornas ldgen x;(¢), 1 < ¢ < 3, och hastigheter x;(t),

4 < i < 6, med begynnelsevirdet x(0) enligt ovan. Jimfor med tidigare resultat.
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6. Av graferna framgar det nog att I6sningskurvorna troligen dr summor av periodiska funktioner. Olika
frekvenskomponenter kan framtrida olika tydligt i olika x;. I en praktisk situation dr kurvorna resultatet
av méitningar, som &r behiftade med mitfel. Da 4r det ganska svart att bestimma perioderna “visuellt”. En
bittre metod é&r att anvinda sig av diskret Fouriertransform. L&s i boken och i Diskret Fouriertransform”
hur denna definieras och kan anvindas for frekvensbestdmning. Hér berdknar vi ligena som ovan men
lagger till en slumpmatris av samma typ med lagom stora element (t.ex. r and( si ze( x) ) - 0. 5); denna
skall motsvara métfel/brus mm.

Det framgér att métningar skall géras med jimna intervall D¢ som skall uppfylla Dt < T, /2, dér Tipin,
ar minsta aktuella perioden. Foljande kommandosekvens ir ett exempel pa hur man kan gora i ett enkelt
fall. Hir beriiknar vi data utgdende fran funktionen sin(0.4652¢). Vi antar att vi kunnat avgora att perioden
ir storre dn 6. Vi sétter Dt = 3 som dr mindre &n halva den uppskattade minsta perioden.

N=2712; DE=3; T=(N-1)*Dt; t =0: Dt : T; x=si n(. 4652*t) +rand(si ze(t))-0.5;
z=abs(fft(x));

plot(z(1:1ength(z)/2))

Vi avlaser en tydlig topp for vektorindex 911. Detta motsvarar £ = 910 i definitionen av DFT. Den funna
vinkelfrekvensen blir dd 27k/(N Dt) = 0.4653. Detta stimmer bra med uppskattningen 7 /(N Dt) <
3-107* av felet.

Se pa de olika kurvorna x;(¢) i deluppgift 5 i det odimpade fallet och vilj en dir de olika frekvenskompo-
nenterna framgar tydligt. Variera begynnelsedata vid behov. Uppskatta den kortaste perioden och vilj Dt
och N. Generera sedan data med hjilp av funktionen fran deluppgift 5 och ldgg pa ett ’brus” enligt ovan.
Bestim de ingdende frekvenserna med hjélp av f f t . Vilken noggrannhet ger beridkningen?

7. (Overbetygsuppgift) Antag att massa mq drivs av en kraft I;. Utgd frin att ocksd kopplade sviing-
ningar kan behandlas som ett kausalt, linjirt och tidsinvariant system. Bestim impulssvaret (en vektorvird
funktion) och 6verforingsfunktionen till detta system. Lat sedan F'; () = | cos wt|H (t) med alla begynnel-
sevirden 0 vid ¢ = 0. Plotta de tre massornas rorelser for ¢ > 0.



