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Transformer och differentialekvationer for M3 2007

Inlamningsuppgift 4. Svangande stréangar och balkar

1. Figuren illustrerar en lina som é&r inspind i @ndpunkterna.
Linan belastas med en rorlig last. Lasten borjar vid tiden ¢ = 0
rora sig med konstant hastighet v m/s fran x = 0 till x = L dir
den stannar. Den kommer da att ge upphov till en nedbojning av
linan. Om vi bortser fran gravitationens inverkan pa linan och an-
tar att spannkraften i linan dr sa stor att den kan anses konstant sa
kommer nedbdjningen u(x,t) att satisfiera vagekvationen med
drivande kraft p(z,t).

Stéll upp differentialekvation med randvillkor for att bestimma w(z, t). Laplacetransformera differential-
ekvation och randvillkor med avseende pa ¢ for fixt z, 0 < & < L. For enkelhets skull betraktar vi lasten
som en punktlast, p§(z — vt). (Vid Laplacetransformering behdver du utnyttja att §(z — vt) = 16(t — £).)
Du fér da en ordinir differentialekvation for Laplacetransformen U (z, s). Los denna under forutsittning
att v # vagekvationens c.

x=0 x=L

exp($) —exp(=22) .
-7 - Dessa kan omformas till en summa av expo-

exp(L) — exp(—=L)
nentialfunktioner, varefter © kan bestimmas som en summa av o#ndligt manga termer. Vid varje tidpunkt
ar endast dndligt manga termer # 0. Sitt in lampliga vérden pa L, ¢, v och p (i praktiken ir v visentligt
mindre én ¢, men det kan vara ldmpligt att ta ¢/v ungefér 2-5) och rita u(x, t) si att man kan se vad som
hinder under och en liten stund efter lastens rorelse (tag med alla termer som inte dr 0). Det dr enklast
och kanske ocksa mest instruktivt att illustrera rorelsen genom att rita stringformen for ett antal ¢-vérden
(tillrdckligt titt; detta beror pa valet av ¢/v).

U (z, s) bestar bl.a. av termer av typen

. . . " . x=0 x=L
2. Figuren illustrerar en balk som antingen ér fast, fri eller ledat

inspédnd i dandpunkterna (tre alternativ i varje dndpunkt). Figuren

illustrerar givetvis bara ett fall. Balken kan vara belastad av en X px,Y)
last p(z, t). Stdll upp en differentialekvation med randvillkor for
att bestimma balkens nedbdjning u(x, t).

Antag att p(x,t) = 0 fér ¢ > 0 och att balkens nedbdjning och rérelse vid ¢ = 0 &r kiinda. Nedbojningen
kan da bestimmas med Fouriers metod. Se pa fyra olika fall, som leder till ett sjdlvadjungerat, totaldefinit
egenvirdesproblem i z-led (visa det). De ortogonalsystem du féar hir kallas nedan balkens ortogonalsystem.
Dessa dr naturligtvis olika vid olika randvillkor. Bestim allmén 16sning till problemet om balken &r fast
inspédnd vid z = 0 och fri vid x = L. Sitt for enkelhets skull alla materialkonstanter och balkdimensioner
till 1.

u

3. Antag att balken &r fast inspdnd vid x = 0 och fri vid z = 1. Balken belastas i mittpunkten med
en punktlast ¢. Bestim med integrering balkens form vid ¢ < 0, da stationdrt tillstand intritt och balken
dr 1 vila. Lasten tas bort vid ¢ = 0 och balken svinger sedan fritt. Bestim nedbdjningen for ¢ > 0. Du
behover inte ridkna ut alla Fourierkoefficienterna men stéll upp integralerna och berdkna sa méanga av de
forsta koefficienterna som behovs for att approximationen vid ¢ = 0 skall vara god. Rita grafer for dels
nedbdjningen du berdknat genom integration dels nedbdjningen beriknad med Fourierutveckling. Du far
naturligtvis beriikna alla integraler pa valfritt sétt. Illustrera rorelsen genom att rita balkformen vid ldmpliga
tidpunkter med hjélp av Matlab/Mathematica.

4. (Overbetygsuppgift) a. Antag igen att balken r fast inspind vid 2 = 0 och fri vid 2 = 1 och att den
belastas av en punktlast sin(¢)H (¢) i mittpunkten. Bestdm balkens nedbdjning u(z,t), om u(x,t) = 0
for ¢ < 0. Ledning: Gor en ansats dir lastfunktionen och nedbdjningen for fixt ¢ utvecklats i balkens
ortogonalsystem X,,(x) (se ovan). Varje “svingningsmod” kan ses som ett linjdrt, tidsinvariant, kausalt
dynamiskt system. Koefficientfunktionerna kan dérfor bestimmas med hjilp av Laplacetransformering.
Ilustrera 16sningen med hjélp av Matlab/Mathematica.
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b. Antag nu att balken &r fjadrat inspdnd vid x = 1, dvs. dndpunkten kan rora sig, men det finns en
aterforande kraft som dr proporionell mot avvikelsen fran jamviktsldget. Stéll upp de nya randvillkoren
och visa att dven det nya problemet &r sjdlvadjungerat och totaldefinit. Lat fjdderkonstanten vara 0.3 och
bestdm #ven nu de forsta egenvirdena och tillhrande egenfunktioner (tag lika manga som behovdes i
deluppgift 3). Lat nu punktlasten vara sgnt eIt for —oo < t < oo. Vad blir nedbojningen? Illustrera
16sningen med hjélp av Matlab/Mathematica.



