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Om T ar ett linjart och tidsinvariant system (LTI-system)
med impulssvaret h(t) sa vet vi sedan tidigare att

y = X*h

dvs utsignalen kan fas genom faltning av insignalen med
impulssvaret.

Speciellt farviatt  T[e ja)t] = J.h(z')e Jo(t-1)q » —

=el [h(r)e 1" dr = H(jow)e "

o J/
'

H()o)




Om h(t) ar en reell funktion sa far vi t.ex. att

T[cost)]=T[Re[e]]= Re[T[e]] =

= Re[H (j)e 1= acos(t) +bsin(t)

Peaatt T[e!”]=H(jo)e'”
sd sager vi att e} ir egenfunktioner till systemet



Lat @ vara ett fixt tal (grundvinkelfrekvensen)

Egenfunktionerna ar samtliga periodiska

med perioden T =27/,

Eftersom systemet ar linjart sa ar det ocksa latt
att studera vad som hander med linjar-
kombinationer av sadana egenfunktioner.
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> ce Ut 5N ¢ H(jkay)e
Kk K



Det ar naturligt att fraga sig vilka funktioner som
egentligen kan skrivas som en linjarkombination
av dessa egenfunktioner.

Det visar sig att alla kontinuerliga funktioner X(t)
med perioden T =27/ w, kan skrivas pa formen

X(t) = Z:ckejk")ot

K=—o0



Om vi multiplicerar bada led i identiteten

X(t) = Z:ckejka’ot

K=—o0

med eIt och integrerar 6ver en period sa far vi

—o0 T

T k=

o J/

T dak=n
0, da k=n

Vilket ger oss en formel for att berakna
koefficienterna C, . Speciellt foljer det att
koefficienterna ¢, ar entydigt bestamda.



Fourierserier
Givet en funktion f (t) med perioden T =27/ w,
sa sager vi att serien

Z:c:kejka’ot dir Cp :Tijlf(t)e‘jkwotdt
T

K=—0

ar (den komplexa) Fourierserien till f(t)
och vi skriver

f(t) ~ ) cel

K=—0



f(t)=t,0<t<?2

f(t+2)=1(t), forallat
k=0
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Om f(t) arreell sd ar
\ LY -
cy :% j f (t) € kot )dt:_l_i f f(t)elotdt =c_,
T T

och darmed

~N
ZC L: _CO_I_Z(kejka)ot_l_C o jka)ot)__

P
= ¢, +22Re [kejka’ot] =

k= 1
2¢, =a, — jby

= ¢, +Z €, cos(kao,t) +b, sin(kagt)
k=1



forts. Ex.

f(t)=t,0<t<2

f({t+2)=1(t), forallat

ﬂ:ak—jbk — ak=0,bk=_—2
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f (1) '\/1+Z;—23in(k7zt):1—32%Sin(kﬂt)
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Man kan naturligtvis berakna den reella
Fourierserieutvecklingen direkt utan att ga via
den komplexa Fourieserien. Vi far da att

f (1) A %ao + € cos(kmot) + by sin(kegt)

k=1

T

2 |
by == Tj f (1) sin(kaot)dt



Konvergens av Fourierserier

Man kan visa att om f (t) ar begransad och
deriverbar, utom i ett andligt antal punkter, i
varje intervall av periodlangd sa ar

f (t) :%ao +§; €, coskayt) +b, sin(kmgt)
| alla punkter t dar funktionen ar deriverbar.
Om funktionen ar diskontinuerligi U sa

~

konvergerar Fourierserien mot 1 €+ ()
2

-



Se aven Dirichlet-villkoren i boken sid 286 for nagot

svagare villkor for konvergens av Fourierserier.

Konvergenshastigheten beror pa regulariteten hos T (t).
T.ex. ar Fourierkoefficienterna av storleksordningen 1/n
om f(t) ar diskontinuerlig i nagon punkt,

medan de ar av storleksordningen 1/n?

om f(t) &rkontinuerlig 6verallt.

Om alla derivator upp till r:te ordningen ar kontinuerliga
sa ar Fourierkoefficienterna av storleksordningen 1/n"*+2



Jamna och udda funktioner

Om f(t) ar en jamn funktion sa far vi att

5 T/2
=2 | fOsin(kegt)dt=0

~T/2 jamn  ydda
udda
Sa Fourierserien bestar enbart av cosinus-termer

_/

f(t) ~ %ao WLZ:ak cos(kaw,t)
k=1



Pa liknande satt ser vi Fourierserien till en udda
funktion bara innehaller sinus-termer dvs.

f(t) A ibk sin(ka,t)
k=1

EX.;f(t):t,O<t<2

f(t+2)=f(t), forallat

f(t)—1 ar en udda funktion

sa Vi maste ha 2
f(t)-1=" by sin(kogt)
k=1

Vilket stammer med tidigare kalkyler



Givet en funktionf (t) som bara ar definierad pa
ett intervall @, T _ s& kan vi definiera den periodiska

utvidgningen ¢(t) som &r sadan att
pt)=f(),0<t<T
Pt+T)=¢(t), forallat

#(t) = £(t)

D& kommer Fourierserien for ¢(t) att konvergera

2

mot f(t) i alla kontinuitetspunkter pd intervallet @, T _

EX. t21-2 %sin(kﬂt) C 0<t<?2

1 2 1 (D)X 2, (-)X
T I ) P = r=4
I - sz+1 " kz_:;zku



Om man vill kan man forst utvidga f (t) till en
jamn funktion pa intervallet (T,T: och darefter
utvidga denna jamna funktion till en periodisk
funktion med perioden 2T . Den erhallna Fourier-
serien kommer da att bli en ren cosinusserie och

speciellt ar "
1
ft) =2 +Y acosfkapt) , O0<t<T
k=1

Genom att istallet utvidga till en udda funktion sa

far vi att f(t)=) bysin(kogt) , 0<t<T
k=1



Ex. Antag att vi vill utveckla f(t) =t ienren
cosinusserie pa intervalletO<t <2 .

Betrakta da den periodiska funktionen #(t) dar
(H(t)=t,0<t<?2

p(t)=—t,-2<t<0

p(t+4)=¢(1), forallat

A

Vi far att

T T
2 2
a, = EJ (1) cos(kat)et = = Oj #(t) cos(kat)dt =

2
:jtcos(kgt)dt:...: 4 (<D*-1) ,k=0
0

k27?2




8 f()=1+) k24 _((-D* —1)cos(k§t) O<t<?
T

—1)cos(k —t)

1+Z



Derivering av Fourierserier

Om f(t) ar en periodisk och begransad funktion
sadan att f'(t) &r styckvis deriverbar sa kan vi
derivera Fourierserien for T(t) termvis och fa att

f'(t) =) ko, coskat) —aykag sin(koyt)
k=1

| alla punkter dar f''(t) existerar



EX. (H(t)=t,0<t<?2

A

dt)=-t,-2<t<0
G(t+4)=4(t), forallat

N 4 k T
=1 X —1 K =
A(1) +kZ:;k2ﬁ2 ()" ~Deosk 1)

— — 2
)= —((-D —1)Sln(k—t)
kz_; Kz
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 Multiplikationssatsen...

 Parsevals formel ...

* Bessels olikhet (uppskattning av felet)...



