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Om f(t) &r en absolutintegrerbar funktion pa (—oo, o)
o0
dvs om f |f(t)|dt < oo s& definierar vi Fouriertransformen
— O

av f(t) enl; o0 |
Fljw) = /_ F(t)e—i=tds

Fouriertransformen existerar aven under nagot svagare
villkor pa f(t).

Vi kan aterfa funktionen f(¢) genom féljande s.k. principal-

vardesintegral;
N

f(t) = lim F(jw)e’“tdw
N —00 — N

Som vi sett s& kan denna representationsformel tolkas som
motsvarigheten till Fourierserier for icke-periodiska funktioner.



Samband mellan
Laplacetransform och Fouriertranstorm

Vi har tidigare definierat den ensidiga Laplacetransformen;

F(s) = / F(t)etdt
0
Om man vill studera system dar signalerna z(t) inte

nodvandigtvis ar 0 for ¢ < 0 s& kan vi istallet anvanda
den tvasidiga Laplacetransformen;

F(s) = /_ T Ht)estar

De komplexa tal s for vilket denna integral existerar utgor
det s.k. konvergensomradet (ROC) for Laplacetransformen.
Om imaginaraxeln ingar i ROC sa existerar aven

Fouriertransformen;

F(jw) = /_OO f(t)e 7¢tdt



Laplacetransformen existerar alltsa for fler signaler an
de for vilket Fourietransformen existerar. Det speciella
intresset for Fouriertransformen beror framfor allt pa

dess betydelse vid studier av stabila LTI-system 1" dar
signalerna naturligt ar uppbyggda av sinussvangningar.
Mer specifikt sa galler ju att;

©. @) oo

. T . .
E apelFwot =, E akH(jkwo)ejkwot

k—=—00 k=—o0

dar H(jkwg) ar systemets frekvenssvar dvs. Fourier-
transformen av systemets impulssvar hA(t). Man kan
visa att stabiliteten garanterar att H(jw) existerar.

Manga system ar konstruerade for att forandra
frekvensinnehallet i signaler t.ex. filtrera bort eller
forstarka vissa delar genom att lata |H(w)| vara
liten eller stor for motsvarande frekvenser w = kwy.



Nagra viktiga egenskaper hos
Fouriertransformen

fy ety  ft-2 ki O

k

F(i0) F(i@-a) e F(j0) ——F(jo) (jo)" F(jo)
)

Duala

f(t) af (t)+bg(t) f(at)
egenskapen
F(jo) aF(jo)+bG(jo) — F(32)
|a| a



T.ex.

M) > [ f (e = [ f@e W dt = F(j(0- )
0

—0o0

. . - d T - d _ .
_itf) > | = itf e 1 ?dt=— | f()e 1 ?dt=—F
jtf (t) j jtf (t) dw! (t) —F(jo)

) > [ f@e it = k (t)e—ia’t]ioua)j f (e 1 dt = joF (jo)

P.l.

f()e '™ —0,dat—>+oo ty f(t) &rabsolutintegrerbar



Vi har tidigare sett att Fouriertransformen av

A dajt| <1 . . sin w
f(t):H(1_|t|):{ 0. da |L||>1 ar F(]w)ZQ

oy

och att Fouriertransformen av

_t o
 —t o € ,datEO . . o 1
J(t) =e H(t)_{o,damo ar F(jw) = 1975

Utifran dessa transformpar och Fouriertransformens
egenskaper kan vi harleda en stor klass andra transtformpar;

Ex: 2(t) = eIl kan skrivas z(t) = f(t) + f(—t), dér
f(t) = e tH(t). Vi vet att fouriertransformen av f(¢)

ar - Jrljw sd linjaritet och skalningsegenskapen

ger att x(t) har Fouriertransformen;

. . | 1 1 2
X(jw) = F(jw) + F(—jw) = I tio 1o 1+




Nagra transformer

f(t) the  H(1) {A,déltIST

a>0 O,dé|t|>T
n!
F(] . 2ATsI
(o) (a+ jo)" sinc(awT )

sin(x)
dar  sinc(x)=<1" «
1 ,dax=0

dax=0

—a |t

a>0
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Nagra generaliserade Fouriertranstormer

5(t—to) / 5(t — to)e 7vtdt = eIt

T 2 2% 1 7
—elt| T, _
L<e €2 4 w? _<62—|—w227r) 2m = mow)

K.
Detta stammer med vad inversionsformeln ger;

2T

-1 ] oC .
270 (w) 7 —/ 2md(w)e?tdw = 1

— 0

Anvander vi forskjutningsregeln gl wot f(t) LR (j(w — wp))

for f(t) =1 sa far vi;

. . f
eVt = 190t .1 % 275 (w — wo)
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Z el kot o Z cr0(w — kwp)

k——0o0 k=—o0

. >y - g
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Fourierserie impulstag

o
Z 0(t — kT) &ar ett periodiskt impulstag med
k=—o0
perioden 1" och vars Fourierseriekoeflficienter ar;

1 [ . 1
Sl o(t)e TRwotdt = —
T/_OO()e T

©.@)

3 (5(t—kT 5w—k—
2 =Y

k=—o0 k=—o0

Sa,



Ex: Lat oss bestimma den funktion f(¢) vars Fourier-

transform ar F(jw) = HW — |w|) = { (1)’ 32 IZI i %
1
—W |44 o,

Observera att;

() 5 5 F(jw) = §(6(0+ W) — 8w — W)
och
(e — e L (3w + W) — 6w — W)
> i sin Wi
ft) =g (e —eh) = —



Alternativt kan vi anvanda inversionsformeln for att
erhalla f(t) fran F(jw);

1 ~ . wi 1 rwi
f(t) = — F(jw)e!*"dw = — e’ dw =
21 J_ 2m ) _w

1 [ej‘*’t]W sin W't

2w | gt _W_ 7t



Fouriertransform av faltning
fg(t) = F(jw)G(jw)



Om T ar ett stabilt LTI-system med impulssvar A(t)
sa ar;

/mm@m<m

— OO

vilket garanterar att dess Fouriertransform H (jw) existerar.

Om z(t) ar en insignal med Fouriertransform X (jw)
sa kommer Fouriertransformen Y (jw) av motsvarande
utsignal y(t) ocksa existera och

y(t) = hxa(t) =
Y (juw) = H(jw)X (ju)

Detta samband kan t.ex. anviandas for att konstruera
system vars uppgift ar att salla bort oonskade frekvenser
i en signal x(t). Sadana system kallas for filter.



System med frekvenssvar av typen;

oy ] L, da|jw|l < W
H(jw)_{ 0, d& |w| > W

f
1

—W W o,
kallas for idealiska lagpassfilter

I praktiken kan man inte konstruera sadana filter utan
man far noja sig med approximationer.

Vanligen approximerar man da filtret med lamplig
rationell funktion, vilket motsvarar system som beskrivs
av differentialekvationer. Sddana system kan konstrueras
med kanda komponenter. Butterworth-filter ar exempel
pa sadant approximativt bandpass-filter (se avs. 5.7)



1
Ex: Differentialekvationen 6 (v + 4V2y' + 16y) = z

beskriver sambandet mellan insignal z(¢) och utsignal y(t)
tor ett andra ordningens Butterworthfilter som har for avsikt
att approximera det idealiska lagpassfiltret med frekvenssvaret;

oy | 1,dajw| <4
HU“’)_{ 0, da |w| > 4

Butterworthfiltret har frekvenssvaret;

16
Hp(jw) =
5(Jw) —w? 4+ 4v/2jw + 16
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Insignalen  x(f) = 9.5sint — sin (9.5¢)
kommer att resultera i utsignalen
y(t) ~ 9.48sin (t — 0.36) + 0.17sin (9.5t + 0.63)+

+3.26e= %" sin (2.83t + 1.68)

Vi ser att den forsta termen i stort sett bara forskjuts
medan den andra termen dampas kraftigt. Den tredje
s.k. trancienta termen ar i stort sett forsumbar, utom
for mycket sma varden pa t.
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Sampling

2_‘ | cos (at) + cos (bt) + cos (ct)+
ol + storning

el w y N——

zl | <2

= FFT med steglangden 1

o i och 212 samplade varden

1500 F - Vl aVIéser att

a =~ 0.9986,b ~ 1.5693, c =~ 2.5372
De ursprungliga vardena var
7 | a=1,b=m/2=1.5708...,

' e ¢ =33/13 = 2.5385...
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