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Transformer och differentialekvationer for M3 2010

Inldmningsuppgift 4. Sviingande stringar och balkar

1. Figuren illustrerar en lina som &r inspand i dndpunkterna.
Linan belastas med en rorlig punktlast. Lasten borjar vid tiden
t = 0 rora sig med konstant hastighet v m/s fran z = 0 till
x = L didr den stannar. Den kommer da att ge upphov till en %=0

nedbdjning av linan. Om vi bortser fran gravitationens inverkan

pa linan (speciellt dr linan vagrit i utgangsldget) och antar att

spannkraften dr sa stor att den kan anses konstant s kommer p
nedbdjningen u(z, t) att satisfiera vagekvationen

x=L

u
ufy — uyly = pd(x — vt)

med randvillkor u(0,t) = u(L,t) = 0.

Laplacetransformera med avseende pé ¢ for fixt z, 0 < x < L. (Du behover utnyttja att §(x — vt) =

15(t — £).) Du far da en ordinr differentialekvation for Laplacetransformen U (z, s). Los denna under

forutsittning att v # c.

For att invertera Laplacetransformen kan man skriva

1
exp(sL/c) — exp

=k I;Jexp(—@k +1)sL/c).

Direfter kan u uttryckas som en odndlig serie, dér vid varje tidpunkt endast #ndligt méanga termer ir skilda
fran 0. Sitt in lampliga virden pa L, ¢, v och p (i praktiken &r v visentligt mindre dn ¢, men hir kan det
vara lampligt att ta 2 < ¢/v < 5) och rita stringformen u(x, t) for ett antal ldmpligt valda ¢-vérden, sa att
man féar en bild av vad som hiinder under och en liten stund efter lastens rorelse.

2. En balk ir fast inspind vid « = 0 och fri vid z = L. Balken kan vara belastad av en last p(x, t). Still
upp en differentialekvation med randvillkor for att bestimma balkens nedbdjning u(zx,t). Om p(z,t) = 0
for t > 0 och balkens nedbdjning och rorelse vid ¢ = 0 &r kiinda, sa kan u(z, t) bestimmas med Fouriers
metod (se ldroboken).

Antag forst att balken belastas med en punktlast i mittpunkten. Sitt for enkelhets skull alla konstanter
(balkens lingd, lastens massa, materialkonstanter osv) till 1. Bestdm balkens form da stationirt tillstand
intrétt och balken &r i vila.

Lasten tas bort vid tiden ¢ = 0 och balken sviinger sedan fritt. Uppskatta nedbdjningen fér ¢ > 0 med
Fouriers metod. Berikna (med dator) nagra av de forsta Fourierkoefficienterna. Jimfor i en figur den exakt
beriknade nedbdjningen med Fourierapproximationen vid tiden ¢ = 0. Illustrera sedan balkens rorelse
genom att plotta den uppskattade balkformen vid négra lampliga tidpunkter.

3. (Overbetygsuppgift) Antag att balken i uppgift 2 istillet belastas av en punktlast sin(Q¢) H (¢) i mittpunk-
ten. Bestidm balkens nedbdjning w(z,t), om u(x,t) = 0 for t < 0. Ledning: Gor en ansats dir lastfunk-
tionen och nedbdjningen for fixt ¢ utvecklats i balkens ortogonalsystem Xy (x) (se boken). Bestim sedan
koefficientfunktionerna med hjélp av Laplacetransformering. Illustrera balkens rorelse.



