CTH/GU LABORATION 4 MVE230 - 2016/2017
Matematiska vetenskaper

Inledning

I denna laboration skall vi se pa nagra geometriska transformationer i R? och R?® som ges av

linjara eller affina avbildningar.

En avbildning F: R" — R™ kallas linjdr om det for alla u, v € R" och alla a;, § € R giller att
F(au+ gv) = aF(u) + F(v)

Till en linjar avbildning F: R™ — R™ finns det alltid en entydigt bestdmd matris A sadan att

F(x) = Ax. Matrisen A kallas standardmatrisen till F och det géller att a; = F(e;).

Omvént sa definierar varje m x n-matris A en linjir avbildning F: R” — R™ med F(x) = Ax.

En avbildning F: R” — R™ med F(x) = Ax + b kallas for affin. Speciellt i samband med dator-
grafik infér man s.k. homogena koordinater, genom att ldgga till en artificiell koordinat, sa att
aven affina avbildningar kan beskrivas med matriser.

Men allra forst ser vi kort hur man berédknar skaldrprodukt, norm och liknande i MATLAB.

Skalarprodukten mellan tva vektorer u och v i R" ges av

u-v:uTV:ulvl+u202+---+unvn

och normen, som motsvarar absolutbelopp, ges av

lull= /u +ud+ 4w (Juf’=u-u)
Med MATLAB berdknar vi skalarprodukt och norm med funktionerna dot och norm enligt

>> dot(u,v)
>> norm(u)
Vinkeln ¢ mellan tva vektorer u och v ges av
u-v

¢ = arccos
[afl[[v]]

och berdknas i MATLAB med
>> phi=acos(dot (u,v)/(norm(u)*norm(v)))
Vi paminner oss om att vektorerna u och v dr ortogonala eller vinkelrdta mot varandra om

u-v = 0, vilket ofta betecknas u L v.

En enhetsvektor &r en vektor u med ||u||= 1. Vill vi bestdmma en enhetsvektor u med samma
1

riktning som vektorn v sa ges den av u = v och i MATLAB skulle vi skriva

>> u=v/norm(v)



Avstandet mellan tva vektorer u och v ges av

= vl= /(= 00)? + (2 = 02)? + - (= 0)’

och beridknas med

>> norm(u-v)

Aven om vi inte anvinder den just nu, sa ndmner vi kryssprodukten i R® som ges av
uxv = (g3 — uzvy, UV] — UIV3, UV — Ug1)

vilket dr en vektor i R? och beriknas med cross(u,v).

Geometriska transformationer

Rotation och skalning ar linjéra avbildningar och kan beskrivas med standardmatriser, daremot
ar translation en affin avbildning. Nér det géller projektion far vi skilja pa olika fall, t.ex. en
ortogonal projektion i R? pa ett plan ir en linjir avbildning om och endast om planet gar genom
origo.

Rotation, skalning och translation

Som exempel pa rotation tar vi: Lat T : R? — R? vara en rotation motsols med vinkeln ¢ runt
origo.

(—sin(¢), cos(¢)) e
¢ (cos(¢), sin(¢))
\ /"

=[] 7= ]

Vi far

med standardmatrisen

=[Gy e ]

Betraktar vi en punkt x = (z1,z2) i R? som vi vill rotera runt origo sa ges dess nya position av
T(x) = Ax.

Lat S : R? — R? vara en skalning med faktorerna s; och s, i respektive axelriktning. Vi far

sen=[ 3] ser=[ 2] m=]y 2]

och skalningen ges av



3]

; } ges av avbildningen F : R? — R2,
2

En translation med vektorn t = [

roeoee[1] [

2

men hér finns ingen standardmatris.

Betrakta en punkt x = (z1, 72, x3) i R®. Rotation kring z;-, 7o- och z3-axlarna ges av T : R? — R3,
diar T(x) = Ax med foljande respektive standardmatriser

1 0 0 cos(¢) 0 sin(¢) cos(¢p) —sin(¢) 0
A =10 cos(p) —sin(¢p)|, A= 0 1 0 , A= [sin(¢) cos(¢p) 0O
0 sin(¢) cos(¢) —sin(¢) 0 cos(¢) 0 0 1

Rotationen sker medurs sett i respektive axelriktning. Att rotera runt en sned axel klarar vi av
med ett basbyte, mer om det senare.

Skalning och translation i R? ges av

S(x)=Bx=1|0 sy 0] |22

respektive
X 131
F(x)=x+t= [x2| + |12
T3 t3

Vi illustrerar rotation och translation i R? med MATLAB. I figuren nedan till viinster ser vi ett
polygonomrade med svart rand som vi roterar nagra ganger med vinkeln & och ritar de roterade
omradena med rod rand.

] A )A)

ot . b . ] ot .
-1 0 1 -1 0 1

Vi tianker oss att vi redan skapat koordinater i radvektorerna X och Y som beskriver det ursprung-
liga omradet. Sa hér ritar vi upp ursprungliga omradet och de successiva rotationerna.

>> fill(X,Y,’g’,’edgecolor’,’k’,’linewidth’,1), hold on

>> axis equal, axis([-1.5 2 -0.1 2]), pause(1)

>> v=pi/6; A=[cos(v) -sin(v); sin(v) cos(v)];

>> P=[X;Y];

>> for i=1:3
P=AxP; ¥ Varje koordinatpar roteras med vinkeln pi/6
fi11(P(1,:),P(2,:),’g’,’edgecolor’,’r’,’linewidth’,1), pause(l)



end
>> plot(0,0,’ko’,’linewidth’,2, 'markersize’,2) 7 origo
>> hold off

Till hoger ser vi samma omrade i ursprungsliaget (svart kant) samt nagra upprepade translationer
(rod kant) med vektorn ¢.

>> fill(X,Y,’g’,’edgecolor’,’k’,’linewidth’,1), hold on
>> axis equal, axis([-1.5 2 -0.1 2]), pause(1)
>> t=[-0.6;0.3];
>> P=[X;Y];
>> for i=1:3
P=P+t*ones(size(X));
fill(P(1,:),P(2,:),’g’, ’edgecolor’,’r’,’linewidth’,1), pause(l)
end
>> hold off

Vi placerar de tva vektorerna med koordinater i en matris med P=[X;Y] sa att koordinaterna
for punkterna ligger som kolonner.

P:[:m Ty - xn}:[Pl P, ... P,]. med Pi:|:l’i:|.
Yi Y2 - Yn i
Vi roterar i MATLAB med P=A*P sa att alla punkter roteras samtidigt, 13Z =AP;,i=1,---,n,

~

P [fn P, . ﬁn] — [AP, AP, --- AP,|=A[P, P, --- P,] = AP

Med P=P+t*ones (size (X)) translaterar vi alla punkter samtidigt, f’l =P, +t,i=1,---,n,

A~

P— [fn P, ... ﬁn} — [Pl 4t Pytt - P,tt]=

_— LR o tl tl Y tl _— tl ...
=P+[tt t]_P+[t2 A tz}_P+l }[1 1 1]

Uppgift 1. Rotera och translatera ett polygonomrade ni genererar sjélva, t.ex. en triangel.

Ortogonal projektion och spegling

Ortogonal eller vinkelrdt projektion av en punkt x pa linjen
ar +by=d
ges av X = X + am, dér n = (a,b) dr normalen och

d —n-x

=
n-n

Speglingen i linjen av x ges av x, = X + 2an.

Om vi projicerar och speglar vart omrade i en rét linje skulle det kunna se ut sa hér.
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Nu skall vi se hur det blir i rummet: Bestdm ortogonala projektionen pa planet
ar +by+cz=d

Planet har normalvektorn n = (a,b,c). I bilden har vi ritat enhetsnormal n och ortogonala
projektionen x ldngs enhetsnormalen av en punkt x.

Vi gor ansatsen x = X + an, dir « skall bestimmas sa att x ligger pa planet. Ekvationen for
planet kan skrivas
nx=d

och satter vi in ansatsen far vi
nx=n(x+an)=nx+ann=d

och darmed d— n-x

o =
n-n

For speglingen av x, av punkten x i planet géller
X, =X+ 2an

med samma val av «.

Nu skall vi i MATLAB rita planet az + by +cz =d, fora=1,0 = —1,c =4 och d = 1.

Eftersom ¢ # 0 sa kan vi 16sa ut z, i annat fall far vi modifiera koden



>> xmin=-2; xmax=2; ymin=-2; ymax=2;

>> a=1; b=-1; c=4; d=1;

>> X=[xmin xmax xmax xmin]; Y=[ymin ymin ymax ymax];
>> Z=(d-a*xX-bx*Y)/c;

>> figure(1), clf

>> fil13(X,Y,Z,’g’,’facealpha’,0.7)

>> xlabel(’x’), ylabel(’y’)

>> grid on

Resultatet blir planet i figuren ovan.

Uppgift 2. Rita planet vi just tittade pa. Bestdm en normalvektor och rita ut den med en pil
fran en punkt pa planet. En pil i rummet kan vi rita med quiver3(x,y,z,a,b,c,s), dir z,y, 2
ger koordinaterna fér den punkt som pilen skall ritas fran, a,b, ¢ ger pilens utstriackning och s
ar en skalfaktor (normalt tar vi s = 0 vilket ritar utan skalning, medan t.ex. s = 2 gor pilarna
dubbelt sa langa). Vilj en punkt x, rita ut den, bestdm dess vinkelréita projektion X pa planet och
rita ut dven den. Slutligen rita ocksa ut speglingen x, av x. Markera normalvektorn och de olika
punkterna med texter. T.ex. normalvektorn kan markeras med text(u,v,w,’n’), dar u,v,w ar
koordinaterna for positionen av vénster sida av texten och ’n’ &r texten som skall skrivas, dvs.
ett n. Anvind axis equal sa att vi ser om vinklar &r réta.

Vi skall rotera och projicera en kub. Kuben ritar vi med féljande skriptfil

c=1/sqrt(3);

H=[-c ¢ -¢c ¢c-c ¢c-c ¢ % H(:,j), j:te kolonnen i H, ger koordinater
-c-c ¢ c-c-Cc c c % for punkt j
-c-c-c-¢c ¢ c c¢ cJ;

S=[1 24 3 % S(i,:), i:te raden i S, ger nr pa hoérnpunkter
1265 % pa sida i
1375
3487
2486
56 8 7]; % size(S,1) ger antal sidor
figure(1), clf, hold on

for i=1:size(S,1)

Si=S(i,:); fil13(H(1,Si),H(2,Si),H(3,8i),’g’, facealpha’,0.7)
end
hold off, axis equal tight off, view(20,10)




Lagg lite tid pa att tédnka igenom det vi gjort. Hornpunkternas koordinater ligger som kolonner
i matrisen H. Pa raderna i matrisen S har vi numren pa hornpunkterna pa sidorna, t.ex. forsta
raden (1 2 4 3) ger numren pa hérnpunkterna som ger botten pa kuben.

Antal kolonner i H, som ges av size(H,2), édr antalet hornpunkter. Antalet rader i 8, som ges av
size(S,1), ar antalet sidor.

Med for-satsen ritar vi upp alla sidor. Vi plockar ut en sidas hornpunkter med Si=S(i,:) och
motsvarande kolonner i H, dvs. H(:,Si) ger koordinaterna fér hérnpunkterna.

Vi ritar sidan med £i113, som fungerar som f£ill fast i rummet. Har maste vi separera xi-, xo-
och z3-koordinaterna. Med H(1,81) far vi x;-koordinaterna for hornpunkterna pa sidan, osv.

Vi far kuben lite ldtt genomskinlig med ’facealpha’,0.7. For solid kub sétt >facealpha’,1 eller
utelamna. Med axis equal far vi skalor pa axlarna sadana att en kub ser ut som en kub och inte
blir tillplattad. Vidare ger axis tight ett koordinatsystem utan luft runt kuben som vi ritat och
axis off gor att axlarna och skalmarkeringar inte syns. Med view(20,10) ges betraktelsevinklar,
se giarna hjélptexterna.

Uppgift 3. Rotera en kub runt nagon axel (rotationsmatrisen gav vi tidigare i texten). Gor en
translation av kuben bort fran origo. Rotera den ater runt nagon axel.

Uppgift 4. Rita planet fran uppgift 2. I samma bild skall ni sedan rita en translaterad kub.
Translationen skall vara sadan att kuben inte skér planet. Rita dérefter, i samma bild, dven
projektionen och speglingen av kuben i planet.

Homogena koordinater

Rotation och skalning &r linjara avbildningar och kan beskrivas med standardmatriser T'(x) = Ax,
déremot ar translation inte en linjar avbildning utan en affin avbildning F(x) = Ax + b.

En affin avbildning F(x) = Ax+b kan beskrivas med matrismultiplikation om vi infér homogena
koordinater, vilket dr en extra koordinat w enligt

2= o

Ax -+ bw

dér 07 4r en rad med nollor.

Vi kommer da ha R
X

W= w
Sa om later vi w =1 sa far vi x = Ax+ b och w = 1.

Translation med en vektor t ges av
F(x)=x+t

Vi har A = I, dvs. enhetsmatrisen, och b = t, dvs. translationsvektorn, och vi kan beskriva
translationen med matrismultiplikation

BRI



som vi ocksa kan skriva

X + tw
=w

8> >

Tar viw =1 sa far vi x = x + t.

Vill vi anvénda oss av homogena koordinater dr det praktiskt att anvénda lika stora matriser
aven for linjara avbildningar.

En linjar avbildning T(x) = Ax kan baddas in med homogena koordinater enligt
x| |A O X
w | | 0T 1 w

Vi skall se lite mer pa den ortogonala projektionen pa ett plan az + by + cz = d dér a, b, ¢ och d
ar konstanter.

och vi ser att x = Ax.

Om x &ar den punkt vi projicerar och x &r projektionen sa géller

. d—mn-x
X=X+« n, o= —
n-n
diar n = (a, b, ¢) dr en normalvektor till planet.
Om d = 0, dvs. planet gar genom origo, har vi
. n-x
X=X+an=x———n
n-n
Eftersom n-x &r en skaldr sa géller
n-x 1
)E:X—( )n:X——n(n X)
n-n n-n

Vidare giller att n-x = n'x, dvs. skalirprodukten kan beriknas genom att n' som ir en rad-
vektor matrismultipliceras med kolonnvektorn x och vi far

1 1 1
X=x——mnh'x)=x— —— (nn")x = (I——HDT)X
n-n n-n

dér vi utnyttjade att n (n'x) = (nn')x.

Hir dr nn' en matris (en s.k. ytterprodukt), medan n-n = n'n ér ett tal (skaldrprodukt eller
innerprodukt).

Vi har kommit fram till

1
X = (I——HDT)X:PX

n-n
Alltsa en linjér avbildning med standardmatrisen P.
For spegling géller
2
X, = (I——HHT>X:RX

n-n

Alltsa en linjér avbildning med standardmatrisen R.



Om d # 0, dvs. planet gar inte genom origo, har vi

d—mn- 1 d
)A(:X—Fanzx—kﬁn: <I——HDT>X—|——DIPX+ﬁD

Detta dr en affin avbildning som vi beskriver med (homogena koordinater)

HEEaIN

dvs. med hjilp av matrismultiplikation.

Motsvarande géller for spegling, da d # 0.

Rotation runt sned axel i R?
Betrakta en punkt x = (z1, 29, z3) i R3. Antag vi vill rotera pukten runt en axel, vars riktning
ges av vektorn v, med en vinkel ¢. Rotationen skall géras medurs relativt riktningen pa vektorn.

Vi kan da via ett basbyte aterféra denna rotation till en rotation runt x;-, xs- eller xz-axeln. For
dessa har vi redan sett pa standardmatriser.

Sag att vi vill aterfora till en rotation runt z;-axeln. Vi normaliserar v, dvs. vi bildar v; = av
dér skalfaktorn o viljs sa att vy far enhetslangd. Darefter véljer vi tva vektorer v, och vs, bada
av enhetslidngd, sa att vo och vs dr vinkelrdta mot v; och vinkelrdta mot varandra.

Vi skall helt enkelt se till att {vy, v3} blir en ortogonalbas fér nollrummet A/(v{). Denna bas kan
vi latt berdkna i MATLAB med funktionen null.

Vi undersocker om {vy, vo, v3} ar en hoger orienterad bas genom att berdkna determinanten
D = det ([v1, va, v3]) .

Om D > 0 sa viljer vi by = vy, by = vy, by = v3 annars tar vi by = vy, by = v3, by = vs.

Nu bildar vi basbytesmatrisen P = [b; by b3 | och eftersom kolonnerna ortogonala och normerade
sa giller P71 =PT.

Standardmatrisen for rotation runt axeln som ges av v blir
A, =PAP ' =PAP'

dar
1 0 0
A= 1|0 cos(¢) —sin(¢)
0 sin(¢) cos(¢)

ar standardmatrisen for rotationen runt z;-axeln.

Detaljerna ovan tar nog lite tid att forsta, vi utnyttjar bade vektorrum och basbyte. Det hindrar
inte att vi kan rotera i MATLAB redan nu.

Nedan ser vi en rotation av en punkt runt en viss axel, upprepad nagra ganger, sett fran tva olika
betraktelsevinklar.



Sa hér gjorde vi en skriptfil i MATLAB

phi=pi/15;
A=[1 0 0; O cos(phi) -sin(phi); O sin(phi) cos(phi)];
v=[2;2;1]; v=v/norm(v); Z=null(v’); P=[v,Z];
if det(P)<0, P(:,[2 3])=P(:,[3 2]); end
Av=PxAxP’ ;
x=[0.8; 0.1; 1.2];
plot3(x(1),x(2),x(3),’0’), hold on
for i=1:30
x=AV*Xx;
plot3(x(1),x(2),x(3),’0’)
end
plot3([-v(1) v(D],[-v(2) v(2)],[-v(3) v(3)],’r’,’linewidth’,3)
box on, grid on, hold off
axis equal, axis([-2 2 -2 2 -2 2]), axis vis3d

Uppgift 5. Rotera, med en liten vinkel upprepade ganger, en kub runt nagon sned axel som ni
sjilva véljer (dock inte samma punkt och axel som i exemplet). Se till att kuben dr placerad i
forhallande till axeln sa att rotationen syns tydligt. Kubem far givetvis inte deformeras under
rotationen.

10



