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Matematiska vetenskaper

Tillampningar i matematik med MATLAB

Jonsson: 10.1-10.3, 11.2-11.4, 12.1-12.6, 13.4, 14.4

1 Inledning

Vi skall se pa nagra tillaimpningar av matematik som kréver beridkningsmetoder och dator. For
detta &r MATLAB ritt verktyg. I kursen ” Linjér algebra och numerisk analys” i lasperiod 4 kommer
ni ldra er mer om de berdkningsmetoder som MATLAB anvénder.

2 Nollstallen

En 16sning z* till en ekvation f(x) = 0 kallas ett nollstélle eller en rot. Om vi inte kan fa fram nagon
formel for att 1osa en ekvation sa kan vi berdkna en approximation med t.ex. Newtons metod:
Antag att xp &r en approximation av ett nollstélle till ekvationen f(x) = 0. Fo6lj tangenten i
punkten (zy, f(xy)), dvs.

y = f(xr) + f'(zp)(x — k)

ned till z-axeln (y = 0) och tag skdrningspunktens z-koordinat

f(z)

T R f'(z)

som en ny approximation av nollstéllet.

Ty Thi1

Lés géarna mer om Newtons metod (eller Newton-Raphsons metod) i Persson-Boiers avsnitt 4.5
och Jonsson avsnitt 11.4 om du vill.

Exempel 1. Vi skall anviinda Newtons metod for att berdkna nollstéllena till funktionen
f(x) = cos(x) — x

Vi borjar med att rita en graf av funktionen sa att vi ser hur manga nollstéllen vi har och ungefér
var de ligger.



Vi beskriver funktionen och ritar grafen med

>> f=0(x)cos(x)-x;
>> x=linspace(-10,10);
>> plot(x,f(x))
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Fran grafen till hoger, som &r 6ver ett lite mindre intervall, ser vi att vi har ett nollstdlle néra
xo = 0.75 som vi tar som startapproximation fér Newtons metod.

>> Df=0(x)-sin(x)-1;
>> x=0.75;
>> kmax=10; tol=0.5e-8;
>> for k=1:kmax
h=-f (x) /Df (x) ;
x=x+h;
disp([x h])
if abs(h)<tol, break, end
end

0.739111138752579 -0.010888861247421
0.739085133364485 -0.000026005388094
0.739085133215161 -0.000000000149324

I kolumnen till vénster ser vi xp-vérdena och i den till hoger ser vi motsvarande f(zy)-varden.
Vi ser att vi far snabb konvergens, dvs. vi far snabbt ett noggrant resultat. Iterationen avbryts
eftersom vi har mer &r atta korrekta decimaler (felet mindre &n 1 x 107%).

Uppgift 1. Lat f(z) = 2% — cos(4x). Los ekvationen f(x) = 0. Rita upp grafen till f for att se var
ungefir 16sningarna (skiarningspunkterna) ligger. Hur manga losningar finns det? Lés av i grafiken
en forsta approximation av en 16sning for att sedan forbéttra denna med Newtons metod. Rita ut
16sningen med en liten ring. Upprepa tills du berdknat alla 16sningar till ekvationen.

Fiardiga program i MATLAB

Verktygsladan OPTIMIZATION TOOLBOX i MATLAB har en funktion fzero som finner nollstélle
till en given funktion och anvénds enligt nagot av alternativen

x=fzero(fun,x0) x=fzero(fun,x0,opts)

dér fun beskriver funktionen vi skall finna nollstéillet till, x0 &r en forsta approximation av
nollstéllet eller ett intervall med teckenvixling som omsluter nollstéllet vi soker. I senare fallet
kommer fzero garanterat finna en approximation av ett nollstélle.



Alternativet med opts anvénder vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall beréknas.
Man skapar vektorn opts med funktionen optimset, se hjélptexten.

Om vi skulle anvinda fzero for att berikna ett av nollstéllena i uppgift 1 skulle det kunna se ut
sa héar

>> f=0(x)x."3-cos(4*x);

>> x0=-1;

>> x=fzero(f,x0)

Exempel 2. Kastbana utan luftmotstand (”Mer om funktioner och grafik i MATLAB” exempel 4)
beskrivs av )
g (:c v sin(29)) N vg sin?(0)

202 cos?(0) 2g 2g
dér yo ar utkasthojden, vy dr utkastfarten och 6 &dr utkastvinkeln.

y(w) = yo —

Hur langt nar kastet om vi tar yo = 1.85, vg = 10 m/s och § = 45°7

Vi beskriver kastbanan med en funktion

function y=kast(x,y0,v,t)
g=9.81;
a=g/(2xv~2%cos(t)"2); b=v~2*sin(2%t)/(2*g); c=v"2xsin(t)"2/(2xg);
y=y0-ax*(x-b) . 2+c;

ritar graf med

>> y0=1.85; v0=10; t=45%pi/180;

>> x=linspace(0,14);

>> plot(x,kast(x,y0,v0,t), [x(1) x(end)], [0 0],’g’)
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och 16ser y(z) = 0 med
>> x=fzero(@(x)kast(x,y0,v0,t), [11,12])
X =

11.7928

Lagg mérke till hur vi anvénder ett anonymt funktionshandtag for att fa med parametervirden.
Det &r bara x som fzero skall arbeta med.

Uppgift 2. Rita den slutna kurva som i poldra koordinater ges av
2 + sin(36
r(9) = + sin(30)
V/1+ exp(cos())
For vilka vinklar skédr kurvan enhetscirkeln?

Ledning: Anvénd polédra koordinater. Rita cirkeln och kurvan med plot. Lés in startviarden pa
vinklar med ginput och berdkna sedan vinklarna noggrant med fzero.




3 Optimering

Vill vi minimera en funktion f(z) som &r deriverbar sa soker vi lokala minpunkter, t.ex. genom att
l6sa ekvationen g(x) = f/(z) = 0. Sedan far vi kontrollera om dessa &r lokala eller globala minimum.
Léas girna Persson-Boiers avsnitt 4.2. Vill vi maximera funktionen sa finner vi maxpunkt genom
att minimera h(z) = —f(x).

Det finns ocksa andra metoder som soker lokalt minimum till en funktionen. Vi beskriver inte dessa
nu utan néjer oss med att se vad MATLAB har for fardiga program.

Fiardiga program i MATLAB

Verktygsladan OPTIMIZATION TOOLBOX i MATLAB har en funktion fminbnd som finner lokal
minpunkt till en given funktion och anvénds enligt nagot av alternativen

x=fminbnd (fun,x1,x2) x=fminbnd (fun,x1,x2,0pts)

dér fun beskriver funktionen vi skall minimera, x1 och x2 ger ett intervall som omsluter minpunkten
vi soker. Alternativet med opts anvinder vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant 16sningen skall
beréiknas. Man skapar vektorn opts med funktionen optimset, se hjélptexten.

Exempel 3. Vi soker lokala min- och maxpunkter till funktionen
1 1
= —6
1) = 03001 T @ =097 1004

Vi borjar med att beskriva funktionen och rita dess graf med (ldgg mérke till de komponentvisa
operationerna)

>> f=0(x)1./((x-0.3).72+0.01)+1./((x-0.9) .72+0.04)-6;
>> x=linspace(-1,2,300);
>> plot(x,f(x))
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Vi bestdmmer den lokala minpunkten enligt
>> x=fminbnd(f,0.5,0.8)
X =

0.6370

Vi bestdammer sedan de lokala maxpunkterna, genom att minimera h(x) = —f(z), med

>> h=0(x)-f (x);
>> x=fminbnd(h,0,0.5)
X -

0.3004

Pa motsvarande séitt bestammer vi den hogra maximipunkten.



Uppgift 3. I samband med studiet av diffraktion vill man stka lokala maximum till funktionen

sin®(u)

y(u) =

Hur manga lokala maximipunkter finns det? Bestdm den minsta (positiva) lokala maximipunkten
och motsvarande lokala maximivérde.

u?

4 Integraler

Ibland kan man inte bestdmma integraler exakt utan man far noja sig med att beréikna approxima-
tioner. T.ex. fol e®” dz kan inte beriiknas exakt, eftersom det inte finns nagon anvandbar primitiv
funktion. Det kan ocksa vara sa att integranden bara dr kind i vissa punkter, t.ex. vi har en serie
med méitdata.

Den geometriska tolkningen av integralen ff f(z) dx ar arean av ytan mellan grafen av integranden
y = f(z) och z-axeln, dvs. y = 0, mellan = = a och x = b.
Vi gor en likformig indelning av intervallet a <z < b
A=Tg<T1 <Xy < <1 <3< < Tp1<xTp=0>0
a

sa att vi far n lika langa delintervall x;_; < x < x; med bredden h = b%

Sedan delar vi upp integralen i en summa av delintegraler 6ver varje delintervall

[rs- [ o

3f ]

y= f(z)
2+ ]
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Om vi approximerar f(z) med f(x;_1) i intervallen z; ; < z < x; far vi vinster rektangelregel

/f Ydr~ Lo =3 b f(a)
i=1

3f ]

y= f(z)
2+ ]
1t ]
or R

To=a Tio1 Xy T, =0b
I I I I I I I I I

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9



Om vi approximerar f(x) med f(x;) i intervallen z; 1 < x < z; far vi héger rektangelregel

/ f(z)dr ~ R, = th(:cl)

3f ‘ ]

y= f(z)
2+ ]
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or R
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Om vi approximerar f(x) med f(m;) i intervallen z; ; < x < x;, ddr m; dr mittpunkterna i
intervallen, far vi mittpunktsmetoden

b n . .
/a F(z) do ~ M, = 2 hf (LHJ x)
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Dessa olika varianter dr Riemannsummor (med & = z;_1, & = x; respektive {; = m;), se Persson-

Boiers avsnitt 6.2.

Vi kan ocksa approximera integralen med medelvardet av vinster och hoger rektangelregel och far
da trapetsmetoden

n

b
[ @ =T, =375 (o) + )

i=1
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Namnet pa denna metod kommer fran de parallelltrapetser som approximerar i varje delintervall.



Antag att vi vill berdkna fol xsin(z) dz med vianster rektangelregel med n = 100.

Vi skulle kunna gora sa hér

>> n=100;
>> a=0; b=1; f=0(x)x.*sin(x);
>> h=(b-a)/n
>> g=0;
>> for i=0:n-1
x=a+i%*h;
g=q+hx*f (x) ;
end
>>q

Att anvinda en for-sats ar oftast inte effektivt i MATLAB. Vi genererar hellre en vektor av alla
funktionsvirden f(z;) och sedan summerar dessa enligt

>> n=100;

>> a=0; b=1; f=0(x)x.*sin(x);
>> x=linspace(a,b,n+1);

>> h=(b-a)/n;

>> g=sum(h*f (x(1:n)))

Detta sétt att organisera en beridkning kallas att vektorisera den, dvs. man genererar forst en eller
flera vektorer och utfér sedan den 6nskade berdkningen pa dem. De komponentvisa operationerna
% ./ .7 ar exempel pa vektoriserade operationer. Med funktionen sum summeras vektorn.

Uppgift 4. Berdkna en approximation av integralen fol x sin(x) dr med vénster och hoger rek-
tangelregel samt mittpunkts- och trapetsreglerna. Anvind sum.

For metoderna ovan giller att samtliga &r konvergenta, dvs. later vi antal delintervall n ga mot
oandligheten sa gar approximationerna mot integralens vérde.

Vi ser pa nagra bilder for vinster rektangelregel dér n blir allt storre
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Vi ser att vi allt béttre tacker upp ytan under grafen med allt fler och smalare staplar.

Nu récker det i praktiken inte med konvergens. Vi maste fa en bra approximation pa en kort tid,
dvs. inte behova ta n alltfor stort.

For vénster och hoger rektangelregel giller att om vi fordubblar antal delintervall sa halveras
felet 1 approximationen av integralen. Fér mittpunkts- och trapetsmetoderna géller, vid samma
fordubbling av antal delintervall, att felet delas med fyra, dvs. mycket béttre utdelning.

Fardiga program i MATLAB

Det finns funktioner i MATLAB for att berikna bestdmda integraler

/a b () dx

bade effektivt och noggrant, t.ex. finner vi integral som anvénds enligt
g=integral(fun,a,b) g=integral(fun,a,b,name,value)

dér fun &dr en funktion som beskriver integranden, a och b ger integrationsintervallet.

Om vi vill anvénda integral for att berdkna integralen folsc sin(x) dx sa skulle det se ut sa héir

>> a=0; b=1; f=0(x)x.*sin(x);
>> g=integral(f,a,b)

Genom att ge name som ’AbsTol’ eller ’RelTol’ kan vi ange onskad absolut respektive relativ
noggrannhet i berdkningen och med value ger vi virdet pa noggrannheten.

Uppgift 5. Berikna arean av det slutna omradet mellan graferna till funktionerna

22

g(z)=e2 och h(z)=2>—3r+2.

Rita en bild av omradet. Anvénd fzero for att berdkna skidrningspunkterna mellan graferna och
integral for att berdkna en approximation till integralen.

5 Differentialekvationer

Lat u(z) vara en funktion. En ekvation som beskriver ett samband mellan x,u och derivator av u
kallas, som sdkert bekant, en differentialekvation. Differentialekvationens s.k. ordning &r ordningen
pa hogsta derivatan som ingar.



Den allménna differentialekvationen av 1:a, 2:a, - - - ordningen har formerna

u, - f(x7 u)7 u,/ - f(x7 u? ul)?
En differentialekvation av ordning n kan alltid skrivas om som ett system av n kopplade ekvationer
av 1:a ordningen.
Vi skall se pa s.k. begynnelseviardesproblem for ekvationer av 1:a ordningen

{ u' = f(t,bu), 0<t<T
u(0) = ug

Har kénner vi virdet av u vid ¢ = 0. Vi anvénder ¢ som variabel, eftersom t ar ofta tiden och u
tillstandet i ett mekaniskt system eller dylikt.

Fiardiga program i MATLAB

I MATLAB finns flera olika funktioner for 16sning av begynnelsevirdesproblem av olika karaktér,
t.ex. finner vi ode45 som anvénds enligt

[t,Ul=ode45(fun,tspan,u0) [t,Ul=ode45(fun,tspan,ul,opts)

dér fun dr en funktion som beskriver differentialekvationens hogerled, tspan &r en vektor som
anger tidsintervallet och u0 ger begynnelsevérdet for 16sningen vid tiden tspan(1). Funktionen
ode45 producerar som utdata dels t, en vektor som innehaller tidpunkter och dels U, en vektor
eller matris som innehaller 16sningen for de olika tidpunkterna.

Alternativet med opts anvénder vi da vi t.ex. vill ange hur noggrant l6sningen skall beréiknas. Det
finns ocksa majlighet till avbrottshantering, mer om detta i ldsperiod 4. Man skapar vektorn opts
med funktionen odeset, se hjélptexten.

Exempel 4. Beridkna och rita losningar till differentialekvationen

{ v = —u(t) +sin(t) + cos(t), 0 <t < 4
u(0) = g

Vi beskriver hogerledet i differentialekvationen berdknar och ritar 16sningen for vy = 1 med

>> f=0(t,u)-utsin(t)+cos(t); tspan=[0 4]; u0=1;
>> [t,U]=o0ded45(f,tspan,ul);
>> plot(t,U)
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I bilden har vi &ven ritat ut 16sningar fér nagra andra begynnelsevirden.



Uppgift 6. Los foljande differentialekvation med begynnelsevillkor

uw = cos(3t) — sin(bt)u, 0 <t <15
u(0) =2

Rita en graf av 16sningen. Anvénd ode45.

Exempel 5. Vi skall se pa en harmonisk oscillator. Antag att vi har en partikel med massan m
som ér fastsatt i en fjider med fjaderkonstanten k. Detta innebéar att kraften da fjadern strackts
en striacka x blir —kz. Fjidderns andra édnda &r fastsatt i en fix punkt och partikeln kan rora sig
utan friktion ldngs en horisontell linje.

F
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Vid tiden t = 0 slépps partikeln fran vila, pa avstandet zy fran jamviktspunkten, och man vill
berdkna den fortsatta rorelsen.

Infor ett koordinatsystem enligt figuren ovan med origo dér partikeln har sitt jamviktsldge. Da x
betecknar partikelns ldge far vi rorelseekvationen ma” = —kx fran Newtons andra lag (F' = ma).
Detta dr en differentialekvation av 2:a ordningen.

Vidare har vi begynnelsevéirdena x(0) = zg, ldget vid tiden ¢t = 0, och 2/(0) = 0, partikeln i vila
vid tiden ¢ = 0.

Vi har begynnelsevirdesproblemet

=ty
{ x(0) = zo, 2/(0) =0
Om vi later v = 2/, dvs. infor hastigheten, kan differentialekvationen med begynnelsevirden skrivas

=, z(0) = xg
v'=—Lz v(0)=0

dvs. som ett system av ekvationer av 1:a ordningen.

For att komma till standardform later vi u; = x och uy = v och far

{ ) = ug, u1(0) = xg

uhy =—Euy, uy(0) =0

Med vektorbeteckningar kan detta skrivas

S N

vilket ar den form som MATLAB anvander.
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Vi beskriver differentialekvationen med funktionen

function f=harmonisk(t,u,k,m)

f=[u(2)

-k*u(1)/m];

Lat oss ta m = 0.1 kg, £k = 0.12 N/m och zp = 0.1 m. Vi beréknar nu l6sning med ode45 och ritar
en bild som visar laget z(¢) med
>> m=0.1; k=0.12; x0=0.1; v0=0; tspan=[0 10]; u0=[x0;v0];
>> [t,U]=0de45(@(t,u)harmonisk(t,u,k,m),tspan,ul);
>> plot(t,U(:,1),’b’)
>> xlabel(’t’), ylabel(’x(t)’)

och det s.k. fasportrittet (z(t),v(t)) med

>> plot (U(:,1),U(:,2),°b’)
>> xlabel(’x(t)’), xlabel(’v(t)?’)

0 2 4 6 8 10 -0.2 0.1 0 0.1 0.2
t X(t)
I bilden har vi dven ritat ut losningar for nagra andra begynnelseviarden. Ekvationen for den
harmoniska oscillatorn kommer vi kunna 16sa analytiskt (rdkna ut en formel f6r 16sning) i lasperiod

2. Vi avslutar med att se pa en uppgift med en differentialekvation som inte har nagon analytisk
16sning.

Uppgift 7. Den matematiska pendeln. En masspunkt med massan m hénger i en viktlés smal
stav av langden /.
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Med beteckningarna i figuren och Newtons andra lag far vi rorelseekvationen
mlO(t) = —mgsin(A(t))

Vi vill bestdmma losningen for olika begynnelseutslag 6, dvs. 0(0) = 6, da vi slipper pendeln
fran vila, dvs. #(0) = 0. Tag £ = 0.1 m och begynnelseutslagen 6, = 30°,45°,60°. Anvind ode45.
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