Matematik Chalmers
Tentamen i TMV160 Matematisk analys i flera variabler M, 2008-08-29, e V

Telefon: Jonatan Vasilis 0762-721860

Inga hjilpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Teknologer inskrivna 2006 och tidigare loser uppgifterna pa baksidan av detta blad.
(Man kan vilja att géra uppgifterna pa framsidan men inte blanda.)

Varje uppgift ar vird 6 poing, om inte annat anges, totalt 50 podng. Skriv vél, motivera och
forklara vad du gor; endast vélformulerade 16sningar ger full podng!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40-.

Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Resultat meddelas per epost.

1. Beriikna integralen // sin(x + y) dA dér T &r triangeln med horn i (0,0), (1,0), (0,1).
T

2. Undersok funktionen f(z) = 3 +2 — 125 med avseende pa maxima, minima och sadelpunkter.
3. Skriv ned Taylors polynom av grad 2 med baspunkt a = (1,1) for funktionen i uppgift 2.

4. (a) Beriikna ett steg av Newtons metod {or ekvationssystemet
1 —l—xlxg—i—xlxg—l =0
—T1+ 29— Toxz +x12023 — 1 =0
$2+$3—$%—1:O

med startpunkt (0,0,0). (4 poéng)

(b) Hérled Newtons metod for ekvationssystem med hjélp av linjérisering. (2 podng)

(c) Beskriv hur man lser detta system med startpunkt (0,0,0) och tolerans 10~ med hjilp av
det program newton.m som du har skrivit. Du ska inte skriva ned programmet newton.m héir utan
skriva ned alla kommandon och filer som man behover skriva for att 16sa just detta ekvationssystem
om man har programmet newton. (2 poing)

5. Hérled den svaga formuleringen av randvirdesproblemet

-V (aVu)=f iD,
aDgu+k(u —ua) =g paS.

6. Berikna integralen /// (% +y*)dV dir B ar klotet 22 + y? + 22 < R2.
B

7. Laplace-operatorn i sfirisk symmetri. Lat x,y, z vara cartesiska koordinater och p, ¢, vara
sfériska koordinater. Antag att funktionen w dr sfiriskt symmetrisk, dvs u = u(p) beror endast pa
p men ej pa ¢, 0. Visa att

w—’—ay?—’—az?_d—;ﬂ—i—;dp_p

0%u @ @_cﬂu 2du ii(gdU)
2dp\" dp

8. (a) Hérled ytelementet dS = \/1 + fi(z,y)? + fi(x,y)? dedy for en graf z = f(x,y).

(b) Bevisa partialintegrationsformeln

///Dv'mdv: //SN'F¢dS_///[)F'V¢dV

/stig
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For teknologer inskrivna 2006 och tidigare.

1. Beridkna integralen /// ze" W dx dydz dir D ar rétblocket 0 <2 <1,0<y<1,0< 2 < 1.
D

(6p)

2. Understk om f6ljande griinsvirden existerar eller ej: (3+3p)

(2 g2 (2 g2
(a) sm(;c —|—3 ) (0) lim sin(z 2—|—y )
(z,y)—(0,00 z°+y (z,5)—(0,0) T

3. Lat F = (y—x, z). Beriikna integralen / F-dr dir C dr kurvan fran punkten (0, 0) till punkten
C
(m,0) lings grafen y = sin®z. (6p)

4. Bestdm storsta och minsta virdet av funktionen f(z,y) = 2%y — 2 — y pa den slutna triangeln
med hérn i (0,0), (2,0), (0,2). (6p)

5. Berdkna f}(1,1) och Vf(1,1) for f(x,y) = sin(x/y) och di v pekar i den riktning som ges av
(2,1).

6. Beriikna integralen /// (2% +y*)dV dir B ar klotet 22 + y? + 22 < R2.
B

7. Laplace-operatorn i sfirisk symmetri. Lat x,y, z vara cartesiska koordinater och p, ¢, vara
sfériska koordinater. Antag att funktionen w dr sfiriskt symmetrisk, dvs u = u(p) beror endast pa
p men ej pa ¢, 0. Visa att

o2 Vo T2 T4 T pdp  p

Pu O Pu P i1
2dp\" dp
8. (a) Visa att
Vx(Ve)=0

(2 poing)
(b) Definiera begreppet differentierbarhet for en funktion f(x,y) i en punkt (a,b). (2 poing)
(¢) Hirled formeln for ytelementet for en graf z = f(x,y) parametriserad med z,y. (4 poing)
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TMV160 Matematisk analys i flera variabler M, 2008-08—-29, e V. Svar.

Obs: foljande dr endast svar eller kortfattade 16sningar. De &r inte tillrackligt utforliga for att ge
full poéng.

1.
/01 /01—3? sin(z +y) dydr = /01 {— cos(z + y)};_m dz = /Ol(cos(x) —cos(1))dz = sin(1) — cos(1)

2. f(x)= x? + x% — x1%9. Kritiska punkter ges av
/ 2
ot _ | fo @) _ 321 — 22| _ [0
f@) [f.;Q (xﬂ [2@ | = o
Den andra ekvationen ger x; = 2x9 vilket inséttes i den forsta ekvationen: 123:% — x9 = 0, vilken

har tva 16sningar x5 = 0 och x2 = 1/12. Vi har alltsa tva stationédra punkter ndmligen (0,0) och
(1/6,1/12). Hessematrisen dr

1" " 6%1 _1
/" — 1T T1T2 | —
f (x) B |: ﬂlﬂllwz f9/612302:| B |:_1 2 :|

0

I de tva punkterna far vi f”(0,0) = [_1

indefinit, och f"(1/6,1/12) = {_11 _21] med egenviirdena (3 ++/5)/2, sa att matrisen dr positivt

definit. Vi drar slutsatsen att (0,0) &r en sadelpunkt och att (1/6,1/12) &r en minimipunkt.

-1 . . .
9 } med egenvirdena 1 + \/5, sa att matrisen Ar

3.
F(&) = f(@) + @+ ST (@h + Ro(z) = Po(e) + Ro(a)
Pae) = F(L1) + (L DR+ 5K (1, 1)1
-k Ol im0 ][R
-]
4. (a)

1+ a:lx% + a:lx% -1
fl@)=| —x14 a2 —z2a3+ x12003 — 1
To + x3 — x% —1
1+ x% + x% 2T1To 2r1x3
fllx)y=| —1+mows 1—23+z123 —T2+T122
—2x1 1 1



(b)
L(z) = f(xo) + f'(xo)h =0, f'(xo)h=—f(x0), z=a0+h
(c) Man skriver en funktionsfil:

function y=funk(x)

y=zeros(3,1);

y(1) = x(D+x(1)*x(2) "2+x(1)*x(3) "2-1;

y(2) = —x(1)+x(2)-x_2*x(3)+x (1) *x_2*x(3)-1;
y(3) = x(2)+x(3)-x(1)"2 -1;

Sedan skriver man pa kommandoraden:

>> x0=[0;0;0]
>> tol=1le-6;
>> x = newton(@funk,x0,tol)

5. Multiplicera med testfunktion v och integrera partiellt:

///vadV:—///DV-(aVu)vdV://SN.(avu)vds_,_///Davu_vvdV

Har ar

N-(aVu)zaN-VuzaDNVu:g—k(u—uA)

//vade//S(Q—k(u—uA))vdS—k///DaVu-Vvdv
Samla u-termer:
///Davu-vmv+//skuvd5=///vadvz//s(ﬁkm)vds

Svaga formen blir: finn u sadan att

///DaVu-VvdV—F//Sk‘uvdS:///vadV:/L(g+kuA)vd5

for alla testfunktioner v.

sa att



6. Sfiriska koordinater:
x = psin ¢ cosl
y=psingsingd 0<p< R 0<0<2m, 0<op<

z = pcoso

Volymselementet: dV = p? sin ¢ dp d¢ df. Integranden: 22 + y2 = p? sin? ¢. Integralen blir

27 ™ R
/// (2% +yH)dV = ; / / p?sin’ ¢p? sin ¢ dp dep df
B =0 Jp=0Jp=0
27 T ) R
= / dH/ sin3¢d¢/ ptdp
0 0 0
R5

1
= 277/ (1 —u2)du?

—1

7. Vi har

Kedjeregeln ger
Ou _ dudp _duz
dr  dpOx dpp
Pu  Pusdp\2 du d x  dPuz? dup—TL
RN
0xr?  dp?\ox dpdxp dp?p? dp p?
d?u x? du(l x2)

= — 4+ —(- -
dp* p?> ~dp\p p?

Pa samma vis
W AP T dp\p PP
O%u _ duz? %(1 _ i)
922 dp?p? dp\p p?

%u  d’u y_2 du (1 y? )

sa att
Pu  Ou 82u_d2ux2+y2+22 du /3 22+ 9%+ 22
ot T )
_d2u 2 du 1 d/ 5du
prr Gy

“d2 edp p
8. (a) Adams 15.5.
(b) Produktderivering:

V. (F¢) =V -Fé+F- Vo

Divergenssatsen:

Sé/a{%)v.F¢dv+///DF.v¢dvz///Dv.(F¢)dV://SN.(F¢)d5://SN.F¢,dS
J[f, 5 woav = [[ 5 oroas [[] ©voar
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For teknologer inskrivna 2006 och tidigare.

1. (e—1)%/2

2. (a) existerar. (b) existerar ej.

3. Filtet dr konservativt med potential ¢(z,y) = zy — 2%/2. Integralen blir —72/2.
4. Maximum 0 i punkten (0,0), minimum —2 i punkten (0, 2).

5. Vf(1,1) = (cos1,—cos1), fi(1,1) = %
6. Som ovan.

7. Som ovan.

8. Se boken.
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