Matematik Chalmers
Tentamen i TMV160 Matematisk analys i flera variabler M, 2009-01-10, f V

Telefon: Magnus Goffeng 0762-721860

Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Teknologer inskrivna 2006 och tidigare 16ser uppgifterna pa baksidan av detta blad.
(Man kan vilja att géra uppgifterna pa framsidan men inte blanda.)

Varje uppgift &r vird 6 podng, om inte annat anges, totalt 50 podng. Skriv vil, motivera och
forklara vad du gor; endast vélformulerade losningar ger full poéing!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40-.

Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Resultat meddelas per epost.

1. Berédkna integralen / F . dr dir C dr den réta linjen fran origo till punkten (1,2,-1) och
c
F = (z,22,y).

2. Undersok funktionen f(z1,x2,23) = 323 + 23 + 23 — 42122 med avseende pa maxima, minima
och sadelpunkter.

3. Skriv ned Taylors polynom av grad 2 med baspunkt a = (1,1, 1) for funktionen i uppgift 2.
4. (a) Beriikna ett steg av Newtons metod for systemet
i tai-1=0
xoxg —x3 =0
r3—-1=0
med startpunkt (1,1,1). (4 poéng)
(b) Hirled Newtons metod med hjilp av linjérisering. (2 poéng)
(¢) Skriv ned Newtons metod i MATLAB. Antag att funktionen jacobi.m finns. (2 poing)

5. Hérled den svaga formuleringen av randvéirdesproblemet
-V (aVu)=f iD,
u=0 pas.

6. Beriéikna arean av ytan S som har parametriseringen

T = U CoSV,
y=usinv, O<u<l, 0<v<m.
z = u?,

7. Berdkna integralen / / / \/m dxdydz dar V ar volymen som ligger innanfor klotet
22 +9y%2+2%2=1o0ch ovanfgr konen z = \/m
8. Hirled vdrmeledningsekvationen
-V - (aVu) = f
/stig Vénd!



For teknologer inskrivna 2006 och tidigare.

1. Berédkna integralen / F - dr dér C é&r den rita linjen fran origo till punkten (1,2,-1) och

c
F = (z,22,y).
2. Undersok funktionen f(x1,x2) = %m? + 22 — 47122 med avseende pa maxima, minima och
sadelpunkter.

3. Skriv ned Taylors polynom av grad 2 med baspunkt a = (1,1) for funktionen i uppgift 2.

4. Berikna fCF~ dr déar F(z,y) = (—y,x) och C ges av grafen y = sinz, = € [1,5], genomlopt i
riktningen med vixande x.

5. Berdkna f}(1,1) och Vf(1,1) for f(x,y) = sin(x/y) och da v pekar i den riktning som ges av
(2,1).
6. Beriékna arean av ytan S som har parametriseringen

T = ucosv,

y=usinv, O<u<l, 0<v<m.

2z =u?,

7. Berdkna integralen / / / 2 4+ 32 + 22dw dydz dir V dr volymen som ligger innanfor klotet
22+ 13?2 +2%2=1o0ch ovanfz)'/r konen z = /x2 4 y2.
8. (a) Visa att
Vx(Vg)=0
2 poéng)
(b) Definiera begreppet differentierbarhet for en funktion f(x,y) i en punkt (a,b). (2 poéing)

(c) Hérled formeln {or ytelementet for en graf z = f(z,y) parametriserad med z,y. (4 poéng)
/stig



TMV160 Matematisk analys i flera variabler M, 2009—-01-10, f V. Svar.

Obs: foljande &r endast svar eller kortfattade 16sningar. De ar inte tillrédckligt utforliga for att ge
full poéng.

1. (Ej konservativ.) Parameterframstéllning

r =1,
y=2t 0<t<Ll.
z = —t,

Integralen blir

.rzlr_dr(t):1_2_ _:1_2_
/CF d /OF( (1) S e /o(t, £2,26) - (1,2, —1) dt /O(t 22— 21) dt

= [2/2- 263 - tQ]; — —7/6

f(x1,20,73) = %15:15 + x% + m?, — 4114

Kritiska punkter ges av

r? — dxo 0
fl(@)T = | 229 — 42y | = [0
2:1;‘3 0

De kritiska punkterna &r = = (0,0,0) och = = (8,16, 0). Hesse-matrisen ar

21’1 —4 0
ffey=1-4 2 0
0 0 2
I den ena kritiska punkten:
0 -4 0
77(0,0,0)=1-4 2 0
0 0 2
med egenvirdena 1+ /17,2, olika tecken, sadelpunkt.
I den andra kritiska punkten:
16 -4 0
f'(8,16,0) = |—4 2 0
0 0 2

med egenvirdena 9 + /65, 2, alla positiva, lokalt minimum.
1



F(x) = (@) + '(@)h+ 175" (@)h + Ra(x) = Po(a) + Ro(a)

Py(x) = f(1,1,1) + £/ (1,1,1)h + %hTf”(l, 1,1)h

5 hi 1 2 —4 0 hy
= —— + [—3 -2 2} hol| + = [hl ho h3] -4 2 0 ha|,
3 2 0 2

hs 0 hs
hl X1 — 1
dar h = h2 = 56'2—1
h3 xr3 — 1
4. (a)
x% + x% + x% -1
flz) = ToX3 — X3
3 —1
-2
b=—-f(1,1,1)=1]0
0
2r1 219 2x3 2 2 2
f/(.lj) = 0 I3 .%271 5 A:f/(l,l,l) =10 1 0
0 0 213 0 0 2
2 2 2| | -2 -1
Ah=b, |0 1 Of [hel=]10], h=1]0
0 0 2| |hg 0 0
1 -1 0
zr=xo+h=|1|+| 0| =1|1| (Exaktlosning.)
1 0 1
(b)
L(x) = f(zo) + f'(wo)h =0, f'(xo)h=—f(x9), z==z0+h
(c)
function x = newton(f,x0,tol)
x = x0;
h = tol + 1;

while norm(h)>tol

A = jacobi(f,x); % evaluate the Jacobian A=Df (x)
b =-f(x); % evaluate the residual b=-f(x)
h = A\b; % solve the linearized equation
x =x + h; % update

end

5. Multiplicera med testfunktion v sadan att v = 0 pa S och integrera partiellt:

JI[ oav == [[[ - @uav = [[ & @upas+ [[[ avu-voav
//SN-(LLVu)UdS:O
2

Hér ar



sa att

//vadV:///DaVu.VvdV

Svaga formen blir: finn u sadan att u = 0 pa S och

JJ[avu-voav = [[[ roav

for alla testfunktioner v sadana att v =0 pa S.

6. Parametrisering:

r = (ucosv,usinv, u®)

Tangenter:

r,, = (cosv,sinv, 2u)
v

r

(—usinwv,ucosv,0)

En normalvektor:
vl x 1! = (—2u®cos v, —2u? sinv, u)
Ytelementet:
dS =|r, xr,|dudv = V4u* + u? dudv = uy/4u? + 1dudv

Arean:

T 1
/dS:/ ux/4u2—|—1dudv=/ dv/ uv4u? + 1du
s D 0 0
1 [° Tr2 5 T
{s du® +1, ds 8udu} 7r8/15 ds 8[38 L 12(5\/5 1)

7. Vi parametriserar omradet med sfiriska koordinater:
T = psin ¢ cos 6
y=psingsingd 0<p<1,0<0<2m, 0<¢p<m/4
z = pcos o
Volymselementet: dV = p?sin ¢ dpd¢ df. Integranden: /2 + 32 + 22 = p. Integralen blir

i /4

2 1
/// \/x2+y2+22dxdydz=/ / pp sin g dpde df
v 9=0J¢=0 Jp=0

27 w/4 1
:/ do/ sin¢d¢>/ p2dp
0 0 0

= 27r{ — COS(]5:|;/4%
- %(2 -V2)

8. Se foreldsningsanteckningar.



For teknologer inskrivna 2006 och tidigare.
1. Som ovan.

2. Som ovan men utan variabeln x3.

3. Som ovan men utan variabeln 3.
4

. Ej konservativ. Parametrisering x = ¢, y = sint. Enligt kurvintegralens definition:
5 5
/ (—sint,t) - (1,cost)dt = / (—sint +tcost)dt = 2(cosb —cos1) +5sinb —sin 1
1 1

5. Vf(1,1) = (cos1,—cos1), fi(1,1) = %
6. Som ovan.

7. Som ovan.

8. Se boken.

/stig



