Matematik Chalmers
Tentamen i MVE255 Matematisk analys i flera variabler M, 2011-05-24, f V

Telefon: Dawan Mustafa 0703-088304
Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Varje uppgift ar vird 6 podng, om inte annat anges, totalt 50 podng. Skriv vél, motivera och
forklara vad du gor; endast vilformulerade 16sningar ger full podng!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—.

Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Resultat meddelas per epost. Gransk-
ning: tisdag 14 juni, 10-12, hos Stig Larsson.

1. Varje deluppgift dr vird 2 poéng.
(a) Lat p = /a2 + y2 + 22. Berdkna Vp.

(b) Skriv ned Taylors polynom av grad 2 kring punkten (1,1) for f(z,y) = x3¢°.

(c) Skriv ned en partialintegrationsformel for flervariabelfunktioner. (Bevis krivs ej.)

(d) Lat V vara volymen av omradet D vars randyta ér S med utatriktat enhetsnormalvektorfilt
N. Visa att V = %ffsr-NdS dar r = zi+ yj + 2k.

2. Berdkna integralen / F.dr dir F = —zi — yj + k och C é&r spiralen som parametriseras av
c

r(t) = cos(t)i+ sin(t)j + tk, ¢ € [0, 3n].

3. (a) Skriv ned finita elementbasfunktionerna ¢1, ¢2, ¢3 for ett néit som bestar av en enda triangel

T med hornen (noderna) P = (0,0), P, = (1,0), P = (0,1). (2 p)

(b) Matrisen M med elementen m;; = [ [ ¢i(z,y)¢;(x,y) dz dy kallas massmatrisen. Berdkna ett
av elementen, till exempel, m1;7. (4 p)

Tips: basfunktionerna ér av formen ¢(x,y) = a + bx + cy och lika med 1 en av noderna och 0 i de
ovriga.
4. Berékna ett steg av Newtons metod for systemet
ity +ay—1=0
x2x§ —z3=0
z3—-1=0
med startpunkt (1,0, 1).

5. Beriikna storsta och minsta viirdet av funktionen f(z,y) = 22 + 3% — 2y +z +y i omradet som
gesave <0,y<0ochz+4+y>-3.

6. Berdkna utflodet av vektorfiltet F = xi+yj+ zk fran omradet som ligger innanfor paraboloiden
2z =4 — 22 — y? och ovanfor z, y-planet.

7. Vi studerar virmeledning i kuben D = {(z,y,2) : 0 < x,y, z < L}. Vi har inga virmekéllor och
vérmeledningskoefficienten varierar enligt formeln 5(1 + z/L) [J/(mKs)]. Pa ytorna z = 0 och
2 = L har vi isolering med virmedverforingskoefficienten 7 [J/(m?sK)]. De 6vriga sidorna har
ingen isolering alls. Omgivningens temperatur dr 40 [K]. Skriv ned randvérdesproblemet. (Skriv
inte bara vad det blir utan motivera och formulera vil.)

8. Harled varmeledningsekvationen i en kropp D i rummet. Forklara alla beteckningar och ange
deras enheter. Du behover inte héirleda randvillkoren.
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MVE255 Matematisk analys i flera variabler M, 2011-05—24, f V. Losningar.
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(b)

(z,y) = 2%, fi(z,y) =32%°, f,(x,y) =52"y"
(L,L1)=1, f.(1,1)=3, f(1,1)=5

!Jx(w,y) = ny : f;’y(x,y) = 152%y", fyy(x y) = 202°y?
h z—1, k =y — 1

Py(w,y) = Po(1+h,1+k) =1+ [3 5] m%[h K [165 ;3] m

[ v-vear — [[ 5 owoas— [f] 6o

(d) Divergenssatsen ger

[ s fffvav= =

r(t) = cos(t)i +sin(¢)j + tk, ¢ € [0, 3n],
r(t) = —sin(t)i+ cos(t)j + k,

xx

2. Vi har

och

(—cos(t)i —sin(t)j + k) - (—sin(¢)i+ cos(t)j + k) d¢

(cos(t) sin(t) — sin(t) cos(t) + 1) dt

3

1dt = 3.



3. (a) Vi anviinder ansatsen ¢(z,y) = a+bx+ cy. Basfunktionen ¢; bestdms av ekvationssystemet
$1(0,0)=a=1
$»1(1,0)=a+b=0 dvsa=1,b=—-1,c=—1.
$1(0,1)=a+c¢=0
Basfunktionen ¢o bestéams av ekvationssystemet
$2(0,0) =a =0
$2(1,0)=a+b=1 dvsa=0,b=1,¢c=0.
$2(0,1) =a+c=0
Basfunktionen ¢3 bestdms av ekvationssystemet
#3(0,0) =a=0
$3(1,0)=a+b=0 dvsa=0,b=0,c=1.
$3(0,1)=a+c=1

Vi far ¢1(x7y) =1—-x- Y, ¢2($7y) =7, ¢3($7y) =Y.
(b) Upprepad integration ger

mu://T¢1(x,y)2dA://T(l—x—y)sz:/yl_o/;__oy(l—x—y)zdxdy

:/y_o [_é(l_x_y)?)]l_ydy:/()lé(l—y)sdy:[_112(1_11)4};:112.

=0

Det kravs inte i uppgiften men de 6vriga matriselementen kan berdknas pa liknande sétt. Mass-
matrisen blir da

1 2 11
M = o1 1 2 1
1 1 2
4.
(2 + 23+ 23— 1
flz) = T213 — 3
i ri—1
(423 43 4z3
fllx)=10 2% 2mox3—1|,
| O 0 43
-1
Residualen: b= —f(1,0,1) = | 1
0

4 0 4
Jacobi-matrisen: A = f/(1,0,1)= [0 1 -1
00 4
4 0 4 hy -1 —0.25
Los den linjériserade ekvationen: Ah = b, 0 1 =1f{|hy| =111}, h= 1
0 0 4 hs 0 0



5. Vihar f(z,y) = 22 + y? — 2y + x + y och omradet &r en triangel med hérn i (0,0), (—3,0) och
(Oa _3)
1. Stationéra punkter ges av

folzy) =22 -y +1=0

fo@y) =2y—x+1=0
med enda l6sningen (x,y) = (—1, —1). Den ligger i omradet. Hesse-matrisen &r

1 12 -1

med egenvirdena 1 och 3. Matrisen #r positivt definit. Vi har alltsa lokalt minimum i (-1, —1)
med f(—1,-1)=—1.
2. Pa randen y = 0 har vi f(z,0) = 2® + , € [-3,0]. Lokalt minimum i z = —3 med
f(f%, 0) = f% och lokala maxima i &ndpunkterna: f(—3,0) = 6 och f(0,0) = 0.
3. Pa randen z = 0 har vi f(0,y) = v* +y, y € [~3,0]. Samma som i forra fallet. Vi far lokalt

minimum f(0, —1) = —1 och lokala maxima i &ndpunkterna: f(0,—3) =6 och f(0,0) = 0.

4. Paranden x +y = —3 har vi y = —x — 3 och
flx,—~r—3) =2+ (-2 —-3)? —2(—x—3)+z+ (—2 —3) =32>+ 92 +6, =< [-3,0].

Lokalt minimum i x = —g med f (—%, —%) = —% och samma virden som forut i &ndpunkterna.

5. Av ovanstande framgar att max f(x,y) = 6 och min f(z,y) = —1.

6. Vi ska berikna flodesintegralen

//F-NdS:// F-Nds+// F-NdS
S Sl SQ

dér N &r det utatriktade enhetsnormalvektorfiltet och
Sy :2=0, z? +y? < 4 &r bottenytan,
So:z=4—a2%—y* 2?4 1y* <4 ir den buktiga ytan.
P& Sy har vi N = —k och F - N = (zi + yj + 0k) - (—k) = 0 s& att den forsta integralen blir 0.
Ytan So parametriseras av
r=xit+yj+@-—2> -y )k, 2?+y%<4
En normalvektor fas av

. rl xr 2ri+ 2yj+ k
N=1) xr)=22i+25+k N= y _ S

I, x| A+ 42 + 1

Vi ser att den pekar utat. Vi far dS = |r, x r}|dz dy och

r,xr, P . .
e vy x ry|drdy =1, x vy, dvdy = (221 + 2yj + k) dz dy
z by

NdS =
och
F-NdS = (zi+yj + 2Kk) - (221 + 2yj + k) dedy = (22 + 2% + 2) da dy
=22 + 22 +4—2® —yH)dody = (4 + 2% +y?) dzdy.

Integralen blir

//F-NdS:O—i—// F-NdS
S Sa

27 2 2 4.9
:// (4+x2+y2)dxdy:/ /(4+r2)rdrd9:2ﬂ'{4r—+r—} = 247,
S2 0 0 2 4 1o

3



Alternativt kan vi anvinda divergenssatsen:

//F.Ndsz// v-de:///st:3/// dv
S D D D
21 2 4—r? 27 2
:3/ / / dzrdrd9:3/ d6‘/(4—r2)rdr:3-27r~4:2477.
0=0 Jr=0J2=0 0 0

7. Vihar a(z,y,2) =5(1+z/L), f =0, g = 0. Differentialekvationen &r
~V - (aVu) ==V - (5(1 + z/L)Vu(z,y,z)) = 0.
P4 ytan 2 = L har vi N =i och Dy = C% och a(L,y,z) =5(1+1) =10, k =7, ua = 40. Vi far

ou(L,y,
aDgu + k(u —up) = 10% + 7(u(L,y,z) —40) = 0.
P& ytan z = 0 har vi N = —i och Dy = _a% och a(L,y,2z) =5(1+0)=5, k=7, usn =40. Vi far
ou(0
G'DNU’ 4+ kj(u — UA) = —5% =+ 7(u(0,y,z) — 40) = 0.

Pa ovriga sidor géller u = 40. Randvérdesproblemet blir
— V- (5(1+z/L)Vu(z,y,2)) =0,

_ 5M 4 7(u(0,y,z) _ 40) =0,
or
L
1oduL.y2) | T(u(L,y, ) — 40) =0,

oz
u(w,O,z) = U(.’E,L7Z) = u(m,y70) = U(.I‘,y,L) = 4Oa

for 0 <z,y,z < L.

8. Se FEM2.
/stig



