Matematik Chalmers
Tentamen i MVE255 Matematisk analys i flera variabler M, 2011-08-27, f V

Telefon: Magnus Onnheim 0703088304
Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Varje uppgift ar vird 6 podng, om inte annat anges, totalt 50 podng. Skriv vél, motivera och
forklara vad du gor; endast vilformulerade 16sningar ger full podng!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—.
Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Resultat meddelas per epost.

1. Varje deluppgift dr vird 2 podng.

(a) Skriv ned en ekvation for tangentlinjen till kurvan r(t) = ti + t2j + t3k i punkten (-2, 4, —8).
(b) Skriv ned en parameterframstéllning av den del av ytan z = /a2 + y? som ligger innanfor
2?2+ 9% =4.

(c) Berikna den linjéira approximationen till f(z) = z1e%2®* — \/x1 — 23 kring punkten (4, 1,0).
(d) Berékna rotationen for vektorfiltet F = ﬁﬂ/z(—yi + zj + 0k).

2. Berdkna massan av den plana skiva som begrédnsas av y = h(%)2 och y = h och som har

masstitheten d(z,y) = p(1+ #). Har dr konstanterna b halva bredden och i héjden [m] och p en
masstithet [kg/m?].

3. (a) Skriv ned finita elementbasfunktionerna ¢1, ¢2, ¢3 for ett néit som bestar av en enda triangel
T med hornen (noderna) Py = (0,0), P, = (1,0), P = (1,1). (2 p)

(b) Matrisen M med elementen m;; = [ [ ¢i(z,y)¢;(z,y) dz dy kallas massmatrisen. Beréikna ett
av elementen, till exempel, m11. (4 p)

Tips: basfunktionerna ér av formen ¢(z,y) = a + bz + cy och lika med 1 en av noderna och 0 i de
ovriga.

4. Berékna ett steg av Newtons metod for systemet
iy +tay—1=0
:ng?), —x3=0
z3—-1=0

med startpunkt (1,0,1).

5. Undersck funktionen f(z,y) = 32? — y3 — 62y med avseende pa lokala extrempunkter. (Du
maste beriikna egenvirdena till Hesse-matrisen f6r full poing.)

6. Beriikna flodet av vektorfiltet F = xi + yj + Ok genom den del av ytan z = 22 + y? som ligger
under planet z = 4. Ytan orienteras med uppatriktade normalvektorer.

7. Skriv ned randvérdesproblemet fér varmeledning i kvadraten 0 < z <1, 0 <y < 1, med vér-
meledningskoefficienten 3, killtéitheten 2 och omgivande temperaturen 10 pa alla sidor. Pa sidan
y = 0 har vi virmeoverforingskoefficienten 7 medan 6vriga sidor har odndligt stor varme&verfo-
ringskoefficient. Inga viirmekéallor pa randen.

8. Bevisa partialintegrationsformeln
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MVE255 Matematisk analys i flera variabler M, 2011-08-27, f V. Losningar.

r(t) = ti+ 2§+ °k, r(—2) = —2i+4j -8k
v(t) =i+2tj +3t°k, r/(—2)=1i-4j+12k
En ekvation for tangentlinjen:

r(t) = —2i+ 4j — 8k + £(i — 4j + 12k)

(b)
x =rcosf,
y=rsinfd, 0<r<2 0<0<2n.
zZ=r,
(c)
f(x) = x1e™2% — [y — 23, F(4,1,0)=4—+/3
1 1
! (x) = e¥2¥ — — ! (4,1,0) =1— ——
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raL0)=1-55 4 4
L(z) = f(4,1,0) + f'(4,1,0)(z — (4,1,0))
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3. (a) Vi anvinder ansatsen ¢(x,y) = a+bx+cy. Basfunktionen ¢, bestims av ekvationssystemet
$1(0,0)=a=1
$1(1,0)=a+b=0 dvsa=1,b=—1,c=0.
»(,)=a+b+c=0
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Basfunktionen ¢5 bestdms av ekvationssystemet
$2(0,0) =a=0
$2(1,0)=a+b=1 dvsa=0,b=1,c=—1.
$2(1,1)=a+b+c=0

Basfunktionen ¢3 bestdms av ekvationssystemet
#3(0,0) =a=0
$3(1,0) =a+b=0 dvsa=0,b=0,c=1.
$s(1,1) =a+b+c=1

Vi far ¢1($,y) =1- z, ¢2(xay) =Tr—Y, ¢3($7y) =Y.
(b) Upprepad integration ger

m11//T(bl(m,y)QdA//T(lsc)sz/:O/yIO(lx)Zdydx
1

1
:/ x(l—x)2dx:/ (x—22° +2°)dz = 3.
=0 0

Det krdvs inte i uppgiften men de 6vriga matriselementen kan berdknas pa liknande sétt. Mass-
matrisen blir da

1 2 11
M = 21 1 2 1
1 1 2
4.
(25 + 23 + 23— 1
f(z) = 55235% -3
ri—1
(521 423 4z3
fllx)y=10 2% 2mox3—1|,
| O 0 43
-1
Residualen: b= —f(1,0,1) = | 1
0
5 0 4
Jacobi-matrisen: A = f'(1,0,1) = [0 1 -1
0 0 4
(5 0 47 [ —1 —0.2
Los den linjariserade ekvationen: Ah = b, 0 1 =1 |he|l=]1|, h= 1
0 0 4 hs 0
1 —0.2 0.8
Uppdatera: z =xo +h= [0 + 1 =11
1 0 1

5. Kritiska punkter ges av
falz,y) =62 — 6y =0
fo(z,y) = =3y* =62 =0
med rétterna (0,0) och (—2, —2). Hessematrisen &r
" |6 —6
f (l',y) - |:—6 —6y:|
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I punkten (0,0) har vi
" _ 6 —6

med egenviirdena 3 + /45 med olika tecken, sa att matrisen f”(0,0) dr indefinit: sadelpunkt.
I punkten (—2,—2) har vi

f//(_2v —2) = {66 126]
med egenviirdena 9 + /45 med positiva tecken, sa att matrisen f”(—2,—2) #r positivt definit:
lokalt minimum.
6. Parametrisering:

r=ai+yj+ (@ +y2)k, 2°24+9°<4
En normalvektor (uppatriktad):
N=r) xr,=—-2zi-2yj+k

Den uppatriktade enhetsnormalvektorn:
- N —2ri —2yj+ k
TNl T Va4 1
Ytelementet:

= |}, x ry|dzdy = [N|dz dy
Flodet blir (D ér en disk med radie 2)

//F NdS = // |N||N|dacdy // xi+yj) - (—221 — 2yj + k) dz dy
27
= // (—22% — 2y*)dady = / / (—2r?)rdrdf = —167
D o Jo

Alternativt kan vi bilda volymen V mellan ytan S och locket Sy vid z = 4 och anvéinda divergens-
satsen:

. R 2 4 Nz
// F~NdS—//F-NdS:///V~FdV:///2dV=2/ // rdrdzdf = 167
Sy S 1% A% 0 o Jo

Minustecknet beror pa att pa S dr var N inatriktad. P4 S; har vi N = k sd att F- N = 0. Alltsa:

//F~NdS:—167r
S

7. Pé sidan y = 0 har vi g = 0 och den utéatriktade normalvektorn N = —j s& att randvillkoret
blir
du(zx,0)

aDgu + k(u —ua) = 3(=j) - Vu(z,0) + 7(u(x,0) — 10) = =3 oy

+ 7(u(z,0) — 10) = 0.

Randvérdesproblemet &r
—3Au(z,y) =2 for0<z<1,0<y<1,
u(z,1) = u(0,y) = u(l,y) = 10,
8 0
1&/) + 7(u(,0) — 10) = 0,
dir Au=V-Vu.

8. Se FEM2.
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