Matematik Chalmers
Tentamen i MVE255 Matematisk analys i flera variabler M, 2013-01-16, f M

Telefon: Adam Andersson 0703-088304
Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Varje uppgift ar vird 6 podng, om inte annat anges, totalt 50 podng. Skriv vél, motivera och
forklara vad du gor; endast vilformulerade 16sningar ger full podng!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—.
Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Resultat meddelas per epost.

1. Varje deluppgift dr vird 2 podng.
a) Bestdm ldngden av kurvan r(t) = acos(t)i + asin(t)j + btk, t € [0, 27].
22 — 2
) (@.9)=(0,0) 2% +y?’
c¢) Bestédm riktningsderivatan av funktionen f(z,y) = z
v = 3i —4j.

(
(b) Undersok grénsviardet — lim
( 2

sin(2y) i punkten (1,7/2) i riktningen

(d) Beskriv hur man plottar grafen z = xy? i Matlab.

2. Beriikna integralen genom att inféra polira koordinater:
2 IZT
/ / (22 +y*) dy da.
-2Jo

3. En rektangulér lada har ena sidan i zy-planet med ett horn i origo. Det motsatta hornet ligger
pa planet
6z 4+ 4y + 3z = 24.
Beriikna den maximala volymen av en sadan lada. Tips: hérnen &r alltsa (0, 0,0), (z,0,0), (0,y,0),
(%,,0), (0,0, 2), (2,0,2), (0,4, 2), (2,9, 2).
4. (a) Berdkna ett steg av Newtons metod f6r systemet
o) Fas+as—1=0
:17250:2)’ —x3=0
r3—-1=0
med startpunkt (1,1,1). (3p)
(b) Beskriv hur man l5ser detta med programmet newton.m fran Datorévning 2. Du behéver inte

skriva ned newton.m och jacobi.m men du ska skriva ned den m-fil och kommando-rader som
behovs pa ett begripligt sitt. (3 p)

5. Beriikna volymen av omradet som bestdms av 22 > 22 +y2, 2> 0, 22 + 92 + 22 < 9.

6. (a) Berikna utflodet av vektorfiltet F = —yi + xj + (1 — 2% — y?)2%k genom begrinsningsytan
S till cylindern D som ges av 2 + y2 <1,0<z2z< 1.

(b) Beriikna den del av utflddet som gar genom mantelytan Sy som ges av 2 +y> =1,0< 2 < 1.

7. Vi studerar virmeledning i kuben D = {(z,y, 2) : 0 < x,y,z < L}. Vi har inga vérmekéllor och
véarmeledningskoefficienten varierar enligt formeln 5(1 + /L) [J/ (@K s)]. Pa ytorna = 0 och
x = L har vi isolering med virmeoverforingskoefficienten 7 [J/(m?sK)]. De 6vriga sidorna har
ingen isolering alls. Omgivningens temperatur dr 40 [K]. Skriv ned randvérdesproblemet. (Skriv
inte bara vad det blir utan motivera och formulera vil.)

8. Hérled viarmeledningsekvationen —V - (aVu) = f i D.
/stig



tom sida



MVE255 Matematisk analys i flera variabler M, 2013-01-16, f M. L&sningar.

1. (a) r(t) = acos(t)i + asin(t)j + btk, r'(t) = —asin(t)i + acos(t)j + bk, ds = |r'(¢)|dt =
Va? + b2 dt,

27
L:/ds: Va2 +b2dt =27V a2 + b2
c 0

Obs: pa tentan stod det r(t) = a cos(t)i + bsin(t)j + btk, vilket blir for svart.
(b) Grénsvérdet existerar €j, ty
2 _ 2 2,2
im0 fim O Y
(2,0)—(0,0) 2 + 02 (0.4)—(0,0) 02 + 32
J

mera: Vv = v/||v|| = £(3i — 4j). Riktningsderivatan blir D¢ f(1,5) = Vf(1,3) - v = 5.
(d)
>> x=linspace(-1,1)
>> [X,Y]=meshgrid(x,x)
>> Z=X.xY."2
>> surf(X,Y,Z)

1
5

2. Integralen &r

Poléra koordinater
x = rcos(d)
y = rsin(0)

Integrationsomradet dr —2 < x < 2, 0 < % < 4 — 22, dvs 6vre halvcirkeln 0 <r <2,0< 0 < 7.

Integralen blir
T 2 4 2
/ / rzrdrdGZW{T—} :7r1—6:47r
0 0 4 0 4

3. Volymen &r V = zyz, dir z = $(24 — 6z — 4y). Vi ska alltsi maximera funktionen
1 1
V(z,y) = §xy(24 — 6z —4y) = 5(24a:y — 622y — day?)
over det triangulidra omradet i zy-planet som ges av
x>0, y>0, 6z+4y < 24.
Vi undersoker de typer av punkter dir maximum kan intréiffa.

1. Singuldra punkter: finns inga.
2. Kritiska punkter ges av

1 1
Vilz,y) = 5 (24y — 122y —4y®) = y(24 — 12z — dy) = 0,

1 1
V,(x,y) = 5(2413 — 622 — 8xy) = ga:(24 — 6z — 8y) = 0.

Med 2z = 0 far vi y = 0 eller y = 6. Alltsa (0,0) och (0,6). Med y = 0 far vi z = 0 eller x = 4.
Alltsa (0,0) och (4,0). Dessa ér pa randen.
1



Med z # 0, y # 0 far vi

24 —12x — 4y =0,
24 — 6z — 8y = 0.

dvs # = 3, y = 2. Alltsé (3,2). Den enda kritiska punkten som &r i det inre av omradet &r (3,2).

[—24 —8}
-8 %2

Vi berdknar Hesse-matrisen:

1 { —12y 24 — 122 — 8y

1
_ = 4 ==

Egenvirdena for 3H(3,2) ges av
(24 =N —N) —64=N+ 1841 1+192=0
A=—-24/(2)2-192=-a+b med0<b<a=1T.

Man ser att bada ir negativa. Maximum.

3. Randpunkter. Pa randen x = 0: V(0,y) = 0. Pa randen y = 0: V(x,0) = 0. Pa randen
6z +4y =24: V =0.

Vi ser att maximum &r V(3,2) = &

4. (a)
_m‘? + x% + x§ -1
flx) = Tox3 — 13
i x§ -1
[52% 423 43
ffxy=10 2% 2z9m3-1},
| O 0 4z3
_9]
Residualen: b= —f(1,1,1)= | 0
0 -
5 4 4
Jacobi-matrisen: A = f/(1,1,1)= [0 1 1
0 0 4
(5 4 4] [ -2 —0.4
Los den linjériserade ekvationen: Ah = b, 0 1 1| (hel=1(0], h=] 0
0 0 4] |hs 0 0
1 —0.4 [0.6
Uppdatera: c =29+ h= (1| + | 0 [ =] 1
1 0

(b) Filen funk.m:

function y=funk(x)
y=[x(1) "5+x(2) "4+x(3) ~"4-1; x(2)*x(3)"2-x(3); x(3)~4-1]

Kommandoraden:

>> x=newton(@funk, [1,1,1], 1le-6)



5. Vi anvinder sfiriska koordinater p,#,¢. Omradet dr ovanfor den halva konen 22 = 22 4 32,
z > 0 och innanfor sfiren 22 + 32 + 22 = 9. Omradet ges av
0<p<3,0<0<2m, 0<¢< dy.
Vinkeln ¢y bestdms av konens 6ppningsvinkel:
2 =22+ 9% p? =2 +y® +22 =222 =2(pcosgy)?, cospy = —, P =
———
2

=z

Volymen blir

V= /// dv = /Qﬂ/ﬂﬂl/ p sm¢d,0d¢d9_/2ﬂ/ 9sin ¢ de b

= 27 9(— cos(m/4) + cos(0)) = 187(1 — 1/v2) = 97(2 — V2).

6. (a) Vi anvinder divergenssatsen och cylinderkoordinater r, 6, z. Vi beriknar
V-F=2(1-2%-y*)z=2(1-1r%z

1 2 1
//F.Ndsz// V~FdV:/ / / 2(1 —r%)zrdrdfdz
S D 0 0 0
1 2m 1 T
:2/ zdz/ d9/ (r—r®)dr ==
0 0 0 2

(b) P& mantelytan S; har vi N = cos 6i + sin 0j sa att F - N = 0. Alltsa: [fs, F- NdS = 0.

Utflodet blir

7. Vihar a(z,y,2) =5(1+ /L), f =0, g =0. Differentialekvationen &r
—V - (aVu) = =V - (5(1 + 2/L)Vu(z,y,z)) = 0.
P& ytan # = L har vi N =i och Dy = a% och a(L,y,z) =5(1+1) =10, k =7, upy = 40. Vi far

du(L
aDytt + k(u — up) = 10% +7(u(L,y, z) — 40) = 0.
P4 ytan z = 0 har vi N = —i och Dg =—2 ocha(L,y,2) =5(1+0) =5, k=7, us = 40. Vi far
9u(0,y, z)

aDgu+ k(u —up) = =5 + 7(u(0,y, 2) — 40) = 0.

ox

Pa ovriga sidor géller u = 40. Randvéardesproblemet blir

- V- (56(1+z/L)Vu(z,y,z)) =0,

ou(0,y, z)
5T + 7(u(0,y, 2) — 40) =0,
1o 2ULy.2) | T(u(L,y, ) — 40) =0,

ox
u(x,0,2) =u(z, L, z) = u(z,y,0) = u(z,y, L) = 40,

for0 <z, y,z<L.

8. Se FEM2.
/stig



