MVE255 Matematisk analys i flera variabler M

FEM1: Randvirdesproblem och finita elementmetoden i en
variabel.

[

Inledning

Vi ska 16sa partiella differentialekvationer (PDE), dvs ekvationer som innehaller partiella derivator
av den okiinda flervariabelfunktionen v = u(x,y, ). Till exempel, Laplaces ekvation,

Pu Pu P

922 * oy? + 022
och Poissons ekvation,

*u  0*u  O*u

@+@+@=Jf($7yvz)-

Jamfor ordindr differentialekvation (ODE) fran lasperiod 2 som innehaller ordinédra derivator av
en okénd envariabelfunktion, till exempel,

u'(t) = f(t,u(t)).

En PDE stills upp i ett omrade i rummet, D C R3, eller i planet, D C R2. For att 16sningen ska
vara unik behoéver vi ge randvillkor pa randen S = 0D till omradet D, till exempel,

u=0 pals.

Vi har da ett randvdrdesproblem.
Man kan ocksa studera tidsberoende PDE, till exempel, virmeledningsekvationen,

och vagekvationen,

PDE upptriader inom manga omraden: virmeledning, diffusion, hallfasthet, vagutbredning,
stromning, elektromagnetiska filt, kvantmekanik och sa vidare. Trots olika bakgrund har dessa
PDE visentligen samma matematiska form. Observera, till exempel, att Laplace-operatorn

Ou  Pu

A“:W+ay2+az2

ingar i samtliga exempel ovan.

Vi loser PDE numeriskt med finita elementmetoden (FEM). Denna metod ér ett mycket vik-
tigt verktyg for maskiningenjoren. Metoden utvecklades pa 1950-talet av maskiningenjorer for
hallfasthetsberikningar. FEM bygger pa en omskrivning av randvirdesproblemet till en s& kallad
svag formulering.

For enkelhets skull borjar vi med att studera randvérdesproblem och FEM i en variabel, dvs
u=u(z), z €I CR.

Vi anger Sl-enheter inom klammer, till exempel, [K] for temperatur i Kelvin, [m] for lingd i
meter, [J] for energi i Joule.
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1.1 Randvirdesproblem i en variabel
1.1.1 Viarmeledningsekvationen

Temperaturen u(x) [K] vid tvérsnittet = [m] i en platta med tjockleken L [m], se Figur ges av
differentialekvationen

uo u(z) ur,

—3(0) j(x) j(L)

0 L z

Figur 1: Virmeledning i en platta.

(1) D( —a(z) Du(z)) = f(z), xe€l=(0,L).
Hér &ar

d [1
e D= 1 {] derivata;

T |m

J
o f(x) 3} viarmekalltiathet;
m®s

e u(z) [K] temperatur;

J
e a(x) |——| vérmeledningskoefficient;
|mKs

J
j(x) = —a(z) Du(x) [2] viarmeflodestéithet i z-riktningen (Fouriers lag).
m’s

Vi antar hér att inga kvantiteter beror av koordinaterna y och z. Samma ekvation kan ocksa
beskriva virmeledning i en smal stang av lingden L.

Dimensionskontroll: Kontrollera att enheterna i vénster- och hogerled stdmmer i differentia-
lekvationen i .
1.1.2 Randvillkor

Vid z = L géller att virmeflodestéitheten 1 utatrikiningen &r proportionell mot temperaturskillna-
den:

(2) (L) = kr (u(L) = uz),

dar



e vy [K] dr den omgivande temperaturen;
e u(L) [K] &r temperaturen pa insidan av ytan;

J
m’Ks

o k. [ } en viarmeoverforingskoefficient.

A andra sidan #r ju flsdestiitheten enligt Fouriers lag:
j(L) = —a(L) Du(L).
Alltsa:
—a(L) Du(L) = kg (u(L) — uz),
dvs
aDu—i—kzL(u—uL) =0 forx=L.

Vid z = 0 ar varmeflodestéitheten i utatrikiningen

(3) —(0) = ko (u(0) = o),
eftersom —;(0) dr flodestétheten i —z-riktningen (utat). Men vi har #ven j(0) = —a(0) Du(0).
Allta:

—a(0) Du(0) = ko (u(0) — up).
Sammanfattningsvis kan vi skriva:
(4) aDnu+k(u—wup) =0 forz=0,L.

Hir dr ua den omgivande temperaturen (ambient temperature), dvs up = ug respektive uy =
ur, koefficienten k = ko respektive k = kr, och Dy riktningsderivatan i utatriktningen (i den
utatriktade normalens riktning), dvs

d d
D = —— ] = D = — ] :L
N dxlw 0, N dxlx

Koefficienten k anger hur vél isolerad &ndpunkten &r.
Specialfall 1: k£ = oo, ingen isolering. Om vi dividerar med k,

1
%aDNquuqu:O,
och later k — oo far vi 0+ u — ua =0, dvs

u=us ix=0ellerz=0L.

Detta randvillkor innebér att den aktuella &ndpunkten, z = 0 eller x = L, inte &r isolerad.
Temperaturen dr densamma pa insidan och pa utsidan av randytan.

Specialfall 2: k = 0, perfekt isolering. Med k = 0 far vi
aDyu =0,
dvs inget varmeflode genom den aktuella &ndpunkten. Eftersom a > 0 kan detta forenklas till

Dnu=0 ixz=0e¢eller z = L.



1.1.3 Randvirdesproblem
Genom att sitta samman och far vi ett randvéirdesproblem.

Randvirdesproblem. Finn u = u(x) sadan att

—D(aDu) = f forx € I =(0,L),

() .
aDNu+k(u—uA):g for x =0, L.

Hér har vi lagt till ett foreskrivet infléde av virme med flodestéatheten g, dir g = gg respektive
g = g1, se Figur [2| Detta gors genom att ldgga till termerna —gj, respektive —gq i och .

9o gL
Ug u(x) ur,
—j(0) j(x) (L)
0 L z

Figur 2: Varmeledning i en platta (med infléde pa randen).

Randvérdesproblemet kan i princip 16sas genom att integrera differentialekvationen tva ganger
och bestdmma de tva integrationskonstanterna med hjélp av de tva randvillkoren. Oftast blir det
omojliga rdkningar. Dérfor ska vi anvéinda FEM!

Exempel 1.1. Ett enkelt exempel:

—D(5Du) = 0, ilI=(0,1),
—5Du(0) + 3(u(0) — 2) =0, (isolering)
u(1) =0. (ingen isolering)

Hardra=5, f=0,L=1,ky=3,up0=2,90=0, ky =00, u; =0, g1 =0.
Integrera tva ganger:

Du(x) = —%Cl

1
u(z) = 750150 + Cy
Randvillkoren ger:
0= —5Du(0) +3(u(0) —2) =Cy +3C2 — 6

0=u(l) = —écl + 0y



Vi far ett linjért ekvationssystem som 16ses med Gauss elimationsmetod:

C1+3C; =6, 3 15
' ’ Co=—, Ch=—
—C1 +5C, =0, 4 4
Temperaturen och varmeflodestédtheten blir
3 3 15
u(z)=—-z+ -, j(z)=—aDu(xz)=—-5Du(z) =C; = —

4 4 4

Observera strukturen hos ekvationerna i randvardesproblemet . Aven mekanikens ekvationer
har denna form. Till exempel:

Stangens ekvation. For en axiellt belastad stang med fjidrande upphéngning i &ndpunkterna
har vi féljande randvérdesproblem:

kou(0) Py kru(L) r,
— . | (7\ | -
WWG) — KA () ! 1) deformerad
u(0) u(z) u(L)

(‘) odeformerad

0 L x

Figur 3: Axiellt belastad stang.

© { ~D(EADu) = K,A  fovraxel=(0,L),

EADNu+ ku=P for x =0, L.
Har &r

e u [m] axiell férskjutning i x-riktningen;

N
E {2} Youngs modul, A [m?] tvirsnittsarea, EA [N] styvhet;
m

N N
K, {3] lasttdthet, K, A [} last i z-riktningen;
o m

P = Py eller P = Py, [N] kraft i z-riktningen;

N
k =kgeller k = kg, {} fjiderkonstant;
m

o N = EADu [N] utatriktad snittkraft.

Randvillkoren kommer fran kraftbalans i &ndpunkterna:

—N(O) = PO — k‘ou(O), N(L) = PL — kLu(L)



Specialfall 1: k = oo, fast inspénd dnde. Da k — oo far vi u = 0. Det betyder odndligt styv
fjidring, dvs stangen ér fast inspénd i den aktuella &ndpunkten x = 0 respektive x = L.

Specialfall 2: k£ = 0, fri &inde. Med k = 0 blir randvillkoret FADyu = P. Det betyder ingen
fjaderkraft, dvs den aktuella &ndpunkten &r fri.

Konstitutiva lagar. Ekvationen N'= EADu #r Hookes lag. Den spelar samma roll som Fouri-
ers lag j = —a Du i viirmeledning. Dessa ér exempel pa konstitutiva lagar som beskriver materialets
egenskaper.

Observera analogin mellan virmeledning och mekanik. Till exempel:

a+— FA
j— N
g+— P
f+— K,A

Exempel 1.2. Vi studerar en stang med konstant styvhet som &r fast inspénd i hégra énden och
fri i vinstra &nden. Den belastas endast med en kraft i véinstra dnden. Randvérdesproblemet blir

. —D(EADu) =0 forzel=(0,L),
@ — FEADu(0) = Py, u(L) =0.

Eftersom EA dr konstant blir differentialekvationen u”(z) = 0 med allméin 16sning u(z) = Cxz+ D
(integrera tva ganger). Randvillkoren ger

Py=—-EAJ(0)=-FEAC, 0=wu(L)=CL+ D,
med 16sning C = —Fy/EA, D = —CL. Alltsa:

u(z) = %(L —z).

Vi ser att om Py > 0 (tryckkraft) sa blir u(z) > 0, dvs stangen trycks ihop (forskjutningen &r
positiv, rorelse at hoger). Om Py < 0 (dragkraft) sa blir u(x) < 0, dvs stangen férléngs.
1.2 Svag formulering

Vi skriver nu om randvérdesproblemet till en sa kallad svag form. Vi multiplicerar differenti-
alekvationen

—D(a Du) =f

med en funktion v och integrerar partiellt 6ver I = (0, L):

/OLfvdx = —/OLD(aDu)vdx

L

L
:—{aDuv] +/ aDuDvdx
0

0

= a(0) Du(0) v(0) — a(L) Du(L) v(L) + /0 aDuDvdz.

Nu anvéinder vi d&ven randvillkoren fran :

a(0) Du(0) = ko (u(0) — uo) — go,
—G(L) DU(L) = k;L (U(L) — UL) —JL.-



Vi far
L L
/ fvdz = (ko (u(0) — ug) — g0>v(0) + (kL (w(L) —ur) — gL>v(L) +/ aDuDvdz.
0 0

Vi samlar termer med den obekanta funktionen u i vinsterledet:

L

/ aDuDvdzx + kou(0)v(0) + kpu(L)v(L)
0

L
= /0 fodz + (kouo + go)v(0) + (krur + gr)v(L).

Denna ekvation ska vara uppfylld for alla val av funktionen v. Den godtyckliga funktionen v kallas
testfunktion. Denna ekvivalenta formulering av randvéardesproblemet kallas den svaga formulering-
en. Den dr grunden for finita elementmetoden.

Den svaga formuleringen. Finn en funktion u = u(x) sadan att ekvationen

/L aDuDvdz + kou(0)v(0) + kru(L)v(L)
(8) ’ L
= /0 fvdz + (kouo + go)v(0) + (krur + gr)v(L)

ar uppfylld for alla testfunktioner v.

(For att formuleringen ska vara helt korrekt maste man &ven ange vilka funktionsklasser u och
v ska tillhora. Vi gor inte det.)

Randvillkoret u = up (k = oo) &r lite speciellt. Da maste man vilja testfunktionerna med
v = 0 i den #ndpunkt dér randvillkoret u = wup géller. D& blir motsvarande term v(0) = 0
och/eller v(L) = 0i (§). Vi illustrerar detta i tva exempel.

Exempel 1.3. Vi skriver ned den svaga formuleringen av Exempel Dar har vi randvillkoren
—EADu(0) = Py, u(L) = 0. Vi ska alltsa anvinda testfunktioner med v(L) = 0. Dessutom har vi
ko = 0 och ingen kraft, K, A = 0, vilket motsvarar f =0 i . Den svaga formuleringen av
blir: Finn en funktion v = u(z) med u(L) = 0 och sadan att ekvationen

L
/ EADuDvdx = Pyv(0)
0

dr uppfylld for alla testfunktioner v med v(L) = 0.
Vi kontrollerar att 16sningen u(x) = % (L—z) uppfyller den svaga ekvationen. Vi har EA Du =
— Py sa att

L L
/ EADuDvdx = —Po/ Dvdz = —Py(v(L) — v(0)) = Pyv(0)
0 0

for alla v med v(L) = 0.

Exempel 1.4.

~D((1+2*)Du) =1 i(-1,1),
u(—=1) =0, Du(l)=0.

(a) Skriv ned den svaga formuleringen.
(b) Los problemet genom att integrera tva ganger.



Lésning. (a) Randvillkoret u(—1) = 0 kriver att vi anviinder testfunktionen v sadan att v(—1) = 0.
Vi multiplicerar med v och integrerar:

1 1
/ vdz = —/ D((1+2%) Du) vdz {partiell integration}

—1 —1

— [+ o) Dut) o]+ [ 11<1 +2%) DuDuv da

= —2 Du(1) v(1) + 2Du(-1) v(-1) +/1 (1+2?)DuDvdx
=0 =0 -

1
= / (14 2%)DuDuvdz.

~1
Den svaga formuleringen #r: Finn u = u(z) sadan att u(—1) = 0 och
1 1
/71(1 + 2% DuDvdz = [1 vdz for alla v med v(—1) = 0.
(b) Differentialekvationen r
D((1+2%) Du) = -1
Vi integrerar:

(1+x2)Du: —x+C,
T C
T TTwa TT1xar
u(z) = —% In(1 + 2?) + Carctan(z) + D.

Randpvillkoren ger:
0=u(-1) = —5In(2) + Carctan(~1) + D = —3 In(2) — C% 4D,
0=Du(l) = -3+ 3C.

Vifar C =1, D =1In(2) +

T s -
4 - Losningen ar

u(z) = —3In(1 + 2?) + arctan(z) + %IH(Q) +

=In UL + arctan(z) + T
N 1+ 22 4’

Du bor ldra dig att bestdmma den svaga formuleringen for randvirdesproblem med olika
kombinationer av randvillkor samt att 1osa enkla randvirdesproblem genom att integrera tva
ganger, se ovningarna i slutet av detta hifte. Men det viktigaste &r att kunna l6sa allmdnna
randvirdesproblem med finita elementmetoden.

s
4

1.3 Finita elementmetoden 1 1-D

(Finita elementmetoden kallas ”finite element method” pa engelska, uttalas ”fajnajt”. Nedan anger
vi inom parentes vad vissa viktiga begrepp heter pa engelska.)

Vi ska beriikna en approximativ 16sning U(x), som ér en styckvis linjdr funktion. Vi infor ett
berékningsnét (mesh) i intervallet I = (0, L):

O=21<xp< - <ai_1 <@ < - <ay=0L.



1 =0 o T3 Tio1 T J7i'+1 ' TN _ L 7
Figur 4: En styckvis linjér funktion y = U(z) och en basfunktion y = ¢;(x).

Obs: vi anviinder " MATLAB-numrering” som bérjar med 1. Vi har alltsa N punkter (kallas dven
noder) x; och N — 1 intervall I; = (x;, z;41) av lingd h; = z;41 — ;. Se Figur

En kontinuerlig styckvis linjar funktion U(x) #r entydigt bestimd av sina nodvérden U; =
U(x;). For att beskriva U(x) infoér vi basfunktionerna ¢;(x), en for varje nod z;. Funktionerna
¢i(x) bestdms av att de #r kontinuerliga, styckvis linjira, samt att

1, omi=yj,
bilw;) = {0, om i # j.

Se Figur [4] Funktionen U(z) kan nu skrivas som en linjar kombination av basfunktionerna:
N
U(z) =Y Ui¢i(x), med koefficienterna U; = U (x;).
i=1
Obs att
N
Ulz;) = Z Usdi(x;) = Uj
i=1

L i=j,

eftersom ¢;(z;) {0, it

Vi har nu en formel som uttrycker U(x) med hjilp av nodvérdena. Vi ska nu bestdmma de

okdnda nodvirdena U; sa att U(x) blir en approximativ 16sning till randvardesproblemet . Vi

anvander den svaga formuleringen i . For att det inte ska bli sa mycket att skriva genomfér vi
detta i fallet da kg =k, =0, go = g1, = O:

innebér att endast en term (med ¢ = j) blir kvar i summan.

L L
(9) / aDuDvdzx = / fvdx for alla v.
0 0

Istéllet for u(z) sétter vi in ansatsen U(x) = Zivzl Ui¢i(x) och vi viljer testfunktionerna v = ¢;.
Vi far

N L L
ZUi/ aDd)iDqudx:/ fojdz, j=1,...,N.
i=1 0 0

Med beteckningarna

L L
aij = aji = A aD(bi D¢j da:, bj = /0 f¢j dl’,



blir detta
N
ZajiUZ-:bj, jzl,...,N,
=1

dvs pa matrisform:
AU =D.

Detta ar ett linjéart ekvationssystem av N ekvationer for N obekanta. Matrisen

SRS VL

kallas styvhetsmatris (stiffness matriz). Jamfor med stangens ekvation, dir a = E A &r materialets
styvhet. Styvhetsmatrisen &r symmetrisk, a;; = a;;, och tridiagonal,

* *x 0 ... 0

* * * e
A=10 * x == 0],
* * *

0 ... 0 % =%

dvs a;; = 0 utom da j =i — 1,i,i + 1. Vektorn b = {b;}}"; = {fOL fo; dx}é\f:l kallas lastvektor
(load vector). Intervallet I; = (z;, x;41) tillsammans med sina tva basfunktioner ¢;, ¢; 11 kallas ett
finit element.

y = ¢i(z) Y= dit1(z)
Z; Ti+1 €T

Figur 5: Ett finit element.

Ekvationssystemet AU = b kan enkelt stillas upp och losas med hjilp av ett datorprogram,
till exempel, MyPoisssonSolver.m i Datorévning 4.
Programmet 16ser mer allminna randvérdesproblem av formen

—D(aDu) + dDu+cu= f for x € I = (0, L),
aDNu+k(u—uA):g for x =0, L.

Har har vi &ven en konwvektionsterm d Du och en reaktionsterm cu.
Randyvillkor av typen u = u4 hanteras i detta program approximativt genom att man sétter k
lika med ett stort tal, till exempel, k = 108.

Problem

Bestédm svaga formuleringar for foljande randvérdesproblem

10



Problem 1.1. (Stang)

—~D(EADu) = K,A i(0,L),
uw(0) =0, EADu(L)=P.

Tips: v(0) = 0.
Problem 1.2.
{ —u’=f i(0,L),
— 4/ (0) +u(0) =go, u(L)=0
Tips: v(L) = 0.

Problem 1.3. (Fritt upplagd balk)
D*(EID?*w) =q 1i(0,L),
w(0) =0, w(L)=0,
D*w(0) =0, D?w(L)=0.
Hér dr w [m] utbdjning, I = I, [m*] tvirsnittets troghetsmoment med avseende pé y-axeln, ET
N
[Nm?] bojstyvhet och g {} lasttéthet i z-riktningen (uppat). Vridmomentet med avseende pa
m
y-axeln &r M = —EID?w [Nm]. Tips: v(0) = 0, v(L) = 0. Integrera partiellt tva ganger.

Los foljande randvéirdesproblem genom upprepad integration.

Problem 1.4.
—u”"=1 1i(0,1),
w(0)=0, wu(l)=0
Problem 1.5.
—D((1+x)Du) =2z i(0,1),
—Du(0) +u(0) =0, wu(l)=3.
Problem 1.6.
—D(aDu) =0 1i(0,L) med konstant a > 0,
u(0) = uo, u(L)=ug.
Berdkna dven varmeflodestdatheten j = —aDu.

Problem 1.7. (Fritt upplagd balk)

D2 (EI D2w) =¢ 1i(0,L) med EI och ¢ konstanta
w(0) =0, w(L)=0,
D?w(0) =0, D?w(L)=0.

Problem 1.8.

—au” +u' =1 1i(0,1) med konstant a > 0,
w(0) =0, u(l)=0.

11



Svar och l6sningar

Finn u = u(z) sadan att «(0) = 0 och
L L
/ EAuY dx = / K,Avdz + Pv(L) for alla v med v(0) = 0.
0 0
Finn u = u(z) sddan att u(L) = 0 och
L L
/ uw'v'dz + u(0)v(0) = / fvdz + gov(0) for alla v med v(L) = 0.
0 0
Finn w = w(z) sadan att w(0) = w(L) = 0 och

L L
/ Elw"v" dx = / qudz  for alla v med v(0) = v(L) = 0.
0 0

u(z) = sa(l — )
u(w):—%xQ—i—x—i—l

1
u(z) = (ug, — uo)% +ug, j = —aj’(z) = a(ug — uL)Z Obs att fldestéitheten dr konstant och

proportionell mot temperaturskillnaden.

1 gL r/7ax\4 z\3 =T
wie) =55 ((7) ~2(%) + 1)
En integration ger v’ — 1u = —1(z + C). Multiplicera med den integrerande faktorn e~ /e
och integrera igen. Losningen blir u(z) = z — (¢*/% —1)/(e*/® — 1). Plotta med Matlab fér nagra
olika vérden pa a:
>>
>> a=1; fplot(@(x) x-(exp(x/a)-1)/(exp(1/a)-1),[0,1]), hold on

>> a=.1; fplot(@(x) x-(exp(x/a)-1)/(exp(1/a)-1),[0,1]1), hold on
>>

/stig

12



	Randvärdesproblem i en variabel 
	Värmeledningsekvationen
	Randvillkor
	Randvärdesproblem

	Svag formulering
	Finita elementmetoden i 1–D

