Matematik Chalmers
Tentamen MVE255 Matematisk analys i flera variabler, 2016-10-07 f SB

Telefon: Stig Larsson 772 3543

Inga hjialpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Uppgift 1, totalt 10 poéng, bedéms huvudsakligen pa svaret. Uppgift 2-5 dr virda 5 poéng vardera,
totalt 20, beddéms pa om losningarna &r korrekta. Uppgift 6-7 &r virda 10 poéng vardera. De
bedéms &dven pa hur vél formulerade 16sningarna #r. Skriv vil, motivera och forklara vad du gor;
endast vélformulerade 16sningar ger full podng! Renskriv 16sningarna, lamna inte in kladdpapper.
Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40-.

Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Resultat meddelas per epost.

1. Varje deluppgift &r vird 2 podng, totalt 10.

1.1. Berikna integralen // xydA dér T &r triangeln med hérn i (0,0), (1,0), (0,1).
T

1.2. Vad blir variabeln A efter kommandona

>> £=0(x) [x(D)*x(2); x(3)]; x=[3;2;4]; A=jacobi(f,x);

med Matlab-programmet jacobi.m fran datorévningarna.

1.3. Undersok funktionen f(z,y) = 22 + y* med avseende pa max, min, och sadelpunkter.

1.4. Visa att
Vx(Vg)=0

1.5. PDE Toolbox har dessa beteckningar fér randvirdesproblem av typen “Generic scalar pro-

blem”:
—V-(cVu)+au=f iD,

n-(cVu)+qu=g pa So (Neumann),

hu=r pa Sy (Dirichlet).
Vad ska man fylla i for varden pa c, a, f, q, g, h, r for ett virmeledningsproblem med inre virmekiélla
=10 J/(m3 s), virmeledningskoefficient = 9 [J/(mKs)] i omradet D. En del av randen &r perfekt

isolerad och resten av randen har ingen isolering alls. Inga viirmekéllor pa randen, yttre temperatur
=6 K.

2. (5 poiing) Skriv ned formeln for Taylors polynom av grad 2 for en allmén funktion f(x,y) kring
punkten (0,0). Anvind sedan formeln for att bestimma Taylorpolynomet for f(x,y) = e3¥=.

3. (5 poing) Hirled den svaga formuleringen av randvérdesproblemet

—V.-(aVu)=f iD,
aDgu+ k(u—ua) =g paS.

4. (5 poiing) Beriikna flodet av vektorfiltet F(x,y, 2) = xi+yj+ 22k ut ur omradet D = {(z,y, 2) :
2?2 +y? <z, 0< 2z < H} (med héjden H) utan att anvinda divergenssatsen. (Obs att ytan bestar
av tva delar, en buktig del och ett platt "lock”.)

5. (5 podng) Berédkna flodet i uppgift 4 med hjilp av divergenssatsen.
Viand!



6. (10 poéng) (a) Beriikna ett steg av Newtons metod for systemet
it -1=0
Tox3 —x3 =0
r3-1=0
med startpunkt (1,1,1). (4 poéng)
(b) Hérled Newtons metod med hjélp av linjérisering. (3 poéng)
(c) Skriv ned Newtons metod i MATLAB. Antag att funktionen jacobi.m finns. (3 poing)
7. (10 poing) Laplace-operatorn i sfiirisk symmetri. Lat x,y, z vara cartesiska koordinater och

p, @, 0 vara sfiriska koordinater. Antag att funktionen w #r sfiiriskt symmetrisk, dvs u = wu(p)
beror endast pa p men ej pa ¢, 6. Visa att

Pu  0?u  u  dPu  2du 1 d [ ,du
sttt o= et = ()
Ox Jy 0z dp pdp  p?dp

— — pdp

/stig



MVE255 Matematisk analys i flera variabler, 2016-10—-07 f SB. L&sningar.

1.1.

/01 (/lewydy> dx:i

1.2. A=[2,3,0;0,0,1]

1.3. Vi undersoker de typer av punkter dir maximum kan intréiffa.
1. Singuldra punkter: finns inga.

2. Kritiska punkter ges av

f;;(x7y) =2r = )
folz,y) = 4y° =

Enda losningen &r (x,y) = (0,0). En kritisk punkt: (0, 0).
Vi beréknar Hesse-matrisen:

H(z,y) = B 1203/2} , H(0,0)= [(2) 8}

Egenvérdena #r 2 och 0. Hesse-matrisen ger ingen information. Men vi ser att f(z,y) > 0 utom
da (z,y) = (0,0). Alltsa: globalt minimum i origo.

3. Randpunkter. Finns inga.

1.4.
0 0 0 0 0 0
Vx(Vg) = (@@ - 5%7 E(b; - %@7 875% ~ oy ;) =0

1.5.1Q:¢c=9,a=0, f=10.Pa S5: ¢q=0, g=0.Pa S;: h=1,r=6.
_ , z—0 1 _ _ 1 z—0
Pao) = £0.0) + 7/0.0) 77014 5 [0 = 0] 70.0) |7

fla,y) =€,

Py(w,y) =1+ [~1,3] m +%[w»y} {_13 93] m :1—x+3y+%(x2—6xy—|—9y2)



3. Multiplicera med testfunktion v och integrera partiellt:

//vadv:7///]3v'(avu)”dv://SN(avu)vds+///Davu~vvdv

Har ar

N - (aVu) :aN-VuzaDNVu:g—k(u—uA)

//vadV://S(Q*k(u—uA))vdS+///DaVu-VvdV

Samla u-termer:

///Davu-vmv+//5kuvd5:///Dfudvz//s(ﬁkm)vdg

Svaga formen blir: finn v sadan att

///DaVu-VvdV—l—//SkzuvdS:///vadV://g(g+kuA)UdS

for alla testfunktioner v.

sa att

4. Parametrisering av den buktiga delen S; av ytan (z = 22 + y? = r?):

x = /2 cos(h),
y=+zsin(@), (0,2)€ R ={0<60<2r, 0<z<HY}
z =z,
Tangenter:
or . . .
50 = V* sin(6)i+ v/z cos(#)j + Ok
or 1 . 1 .
9: 2 cos(6)i+ NG sin(6)j + k
En normalvektor:
or Or . R NP |
N= TRl Vzcos(0)i+ /zsin(6)j — ik =xi+yj— ik

Vi ser att N pekar utat och

. N
dS = Nds = - IN| o dz = Ndgd:

sa att flodet blir

. 1
// F-NdS:// F~Nd9dz:// (4 4+ 2700 - (o + 3 — ) 0z
S1 Rq R1

1 H 27 1 .
://R (x2+y2—§zz)d9dz:/0 /0 (zf5,2'2)d¢9dz:27r(1%2fH?s):ﬂ(Hz—HT3
1

Pa toppytan Ss:
x = rcos(f),
y=rsin(0), (r,0) € Ry={0<r<VH, 0<6<2r},
z=H

)

dS =rdrdd, N=k, F-N = (zi+yj+ 2°k) -k = 22 = H?

A 27T \/ﬁ -
// F~NdS:H2// dS:H2/ / rdrdf = 7H?
SQ SQ 0 0

2

sa att



Alltsa blir totala flodet

//F~Nd5:// F~Nd5+// F-NdS=n(H? - 2) 4 7H® = 7H? + 27 H®
S S1 So

5.
V- F=141+4+22=2(1+2)
Divergenssatsen:
2m
//F NdS = ///V FdV = /// (1+2)dv = / / / 2(1+2)rdrdfdz
2 z
/ dﬂ/ 1+z/ rdrd2727r/ 2(142)= dzf27r/ (z+ 2?%)dz
0 0
=2m (& +T)—7TH2+7T2H3
6. (a)
2+ 2 +a2% -1
f(z) = L2X3 — T3
z3—1
-2
b=-f(1,1,1)=10
0
2.’IJ1 23?2 23?3 2 2 2
flx)y=10 @3 z2—1|, A=f(1,1,1) 0 1 0
0 0 223 0 0 2
2 2 2] [ ) -1
Ah =10 0 1 0| (hel=1|01], Ah=1{0
0 0 2| [hs 0 0
1 -1 0
x=x9+h=|1+1]0 1 (Exakt 16sning.)
1 0 1
(b)
L(z) = f(zo) + f'(xo)h =0, f'(xo)h=—f(x0), x=a0+h
(c)
function x = newton(f,x0,tol)
x = x0;
h = tol + 1;

while norm(h)>tol

A = jacobi(f,x); % evaluate the Jacobian A=Df (x)
b =-f(x); % evaluate the residual b=-f(x)
h = A\b; % solve the linearized equation
X = X + h; % update

end



7. Vi har

— /2 2 2 @_2—33:{
PENTIEE T e b
Kedjeregeln ger
Ou dudp duzx
dx  dpdx  dpp
O _ Lyt duds dus dup =7}
0x?  dp? \Ox dpdx p dp?p?> dp p?
_ dPur? dﬁ(l_ﬁ)
dp* p* dp\p p?
Pa samma vis
82u_d2uy2 du /1 42
o= ar e )
82u_d2u22 du /1 22
=gt )
sa att
Pu  Pu  Pu  dur+y 422 duy3 2?4y 4 2P
R A a7 R R Vi
CdPu 2du 1 d o ,du
= od = wina)

/stig

)



