Linjir algebra, AT3 2011/2012
Matematiska vetenskaper

Homogena koordinater och datorgrafik

Inledning

Vi sag tidigare pa nagra geometriska transformationer; rotation, skalning, translation och pro-
jektion. Rotation och skalning &r linjara avbildningar och vi sag pa standardmatriser for dessa,
dédremot &dr ju translation inte en linjar avbildning.

Vi sag ocksa pa ortogonal projektion i R? pa ett plan och detta dr en linjir avbildning om och
endast om planet gar genom origo.

Det ar véldigt praktiskt att kunna beskriva en transformation med en matrismultiplikation. Med
s.k. homogena koordinater kan vi beskriva &ven translation och projektion pa ett plan som inte
gar genom origo med hjélp av matrismultiplikation.

Affina avbildningar och homogena koordinater

En avbildning F(x) = Ax + b kallas affin. Vi har redan sett exempel pa sadana bl.a. i samband
med matrisiterationer.

En affin avbildning F(x) = Ax + b kan beskrivas med matrismultiplikation om vi infor en extra

koordinat w enligt
x| |A b X
w | |07 1 w

X = Ax+ bw
W= w

dar 07 &r en rad med nollor.

Vi kommer da ha

Sa om later vi w =1 sa far vi X = Ax + b och w = 1.
Detta kallas homogena koordinater och vi kan ldsa om detta i Lay kap. 2.7.

Translation med en vektor t ges av den affina avbildningen

T 3]
F(X):X—I—t: To| + |12
T3 tg

Vihar A = I enhetsmatrisen och b = t, dvs. translationsvektorn, och vi kan beskriva translationen
med matrismultiplikation
X I t X
HEEHIM 2

Uppgift 1. Bestdm inversen till matrisen i (1). Tolka vad multiplikation med inversen motsvarar
geometriskt.



Tidigare bestamde vi ortogonala projektionen pa ett plan
ar +by+cz=d

dar a, b, ¢ och d ar konstanter.

Om x ar den punkt vi projicerar och x dr projektionen sa géller

. d—n-x
X=X+ an, o= ——
n-n
diar n = (a,b,¢) ar en normalvektor till planet.
Om d = 0, dvs. planet gar genom origo, har vi
N n-x
X=Xt+an=x———n
n-n
Eftersom n - x &ér en skalar sa géller
n-x 1
fc:X—( )n:X——n(n-x)
n-n n-n

Vidare giiller att n-x = n”x, dvs. skaldirprodukten kan beriknas genom att n” som &r en radvektor
matrismultipliceras med kolonnvektorn x och vi far

1 1 1
Xx=x———nn'x)=x—- —— (nn")x = (I——IIIIT)X
n-n n-n n-n

T

diir vi utnyttjade att n (n?x) = (nn?) x. Observera att nn” ir en matris.

1
X = (I——HHT)X:PX

n-n

Vi har kommit fram till

Alltsa en linjar avbildning med standardmatrisen P.

Om d # 0, dvs. planet gar inte genom origo, har vi

d—n- 1 d
sz—l—anzx—l—ﬁn: (I——nnT)x+—n:Px+ﬁn
n-n n-n n-n

Detta &r en affin avbildning som vi beskriver med

x| |P f(n X
w | | of 1 w
dvs. med hjalp av matrismultiplikation.

Uppgift 2. En linjar avbildning T'(x) = Ax kan ocksa bdddas in med homogena koordinater.
Hur ser blockmatrisen ut?

Uppgift 3. Lis nu Lay kap. 2.7 ordentligt, speciellt om perspektiv projektion. Dér beskrivs hur
man far fram perspektivprojektion av en 3-dimensionell figur pa xy-planet néar betraktaren &r i
punkten (0,0,d).

Generalisera nu detta till en godtycklig betraktelsepunkt (b, ¢, d). Ni far forutsitta att figuren ar
mellan betraktaren och planet. Observera hur boken lagger koordinatsystemet.



Datorgrafik

Man kan i MATLAB astadkomma relativt avancerad datorgrafik. Vi har ingen méjlighet att hinna
med att se pa allt utan vi far néja oss med att rita nagra figurer och samtidigt se pa nagra olika
kommandon for grafik.

Larobocker om MATLAB ger daligt stod for mer avancerad grafik och vi far istdllet ga till hjalp-
texterna i MATLAB och ldsa. Det finns ddremot en omfattande litteratur om datorgrafik som eget
amne.

Vi skall ge tva lite storre exempel. Det forsta exemplet, som kommer i denna text, &r en tub runt
en kurva i rummet och det andra exemplet, som kommer i texten for nésta vecka, ar en ikosaeder
som vi ritar med sténger och noder.

Men forst ser vi hur man kan vélja projektionstyp och betraktelsepunkt i en bild vi redan har
ritat (nagra lika stora kuber utstrodda i rummet).

camproj orthographic
campos ([15 -40 10])

Lika stora objekt kommer se lika stora ut oavsett hur langt borta de &r fran betraktaren. Detta
ar standard projektionstypen i MATLAB.

Orthographic Perspective

Vi kan vilja perspektivprojektion med

camproj perspective
campos ([15 -40 10])

Lika stora objekt kommer se mindre ut ju lingre bort fran betraktaren de ligger. Skillnaden &r
inte sa stor, men det dr dnda det som behovs for att gora en realistisk bild av t.ex. ett hus.

I bilden ovan har vi lagt pa ljus med camlight och valt material med material enligt

camlight headlight % left, right
material shiny % metal, dull

Léas gérna i hjdlptexterna om kommandona ovan.

Uppgift 4. Rita nu nagra bollar i rummet, lagg pa lite belysning, vilj projektionstyp och rotera
det hela nagra varv. Anvind sphere.



Nagot liknande det hiar kommer ni nog fram till

Vi kan rotera bollsamlingen genom att anvédnda camorbit pa olika sétt

camlight left h=camlight (*left’);
for i=1:200 for i=1:200
camorbit (5,0) camorbit (5,0)
drawnow; pause(0.05) camlight(h,’left’)
end drawnow; pause(0.05)
end

Prova och skriv in koden. Alternativet till vinster ldgger pa belysning och sedan foljer vi med
kameran runt. I alternativet till hoger foljer d&ven belysningskéllan med kameran runt. Pausen
véaljer man sa att det gar lagom fort pa datorn man anvénder.

Tub runt kurva i R?

Nu till vart exempel. Vi gor en funktion som ldgger en tub runt en kurva x(¢) i rummet.

Funktionen behover som indata forutom kurvan x(t), berdknad i ett antal punkter, d&ven forsta
derivatan x'(t), beriiknad i samma punkter. Radien r(¢) pa tuben kan fa variera langs kurvan och
aven radiens vérde for de olika punkterna skall vara indata. Vidare skall antal segment i tuben m
anges.

function [U,V,W]=tuben(x,y,z,r,m,dx,dy,dz)
1=length(x) ;s=linspace(0,2*pi/1,m);
U=zeros(1l,m) ;V=U;W=U;
p=[x(1);y(1);z(1];
t=[dx(1);dy (1) ;dz(1)];
if sum(t’==[0 0 0])==3
error ([’kurvan saknar tangent i punkten [’ num2str(p) ’]1°T’])
end



N=null(t’);n=N(:,1);b=N(:,2);t=t/norm(t)
% Det forsta lokala koordinatsystemet

XI=p*ones(1,m)+n*r(1)*cos(s)+b*r(1)*sin(s);
U@, :)=XI(1,:);V(1,:)=XI(2,:);W(1,:)=XI(3,:);
for k=2:1
tl=t;nl=n;bl=b;
p=[x(k);yk);zk)];
t=[dx (k) ;dy(k);dz(k)];t=t/norm(t);
if sum(t’==[0 0 0])==3
error([’kurvan saknar tangent i punkten [’ num2str(p) ’]1°T’])

end
d=norm(t-t1);
if d7=0 % Om d=0 sa behaller vi n och b
a=2xasin(d/2); % Den nya tangenten t har vridit vinkeln a i
% forhdllande till gamla tangenten
v=cross(tl,t);v=v/norm(v); 7% Rotationsaxeln
u=cross(v,tl);
M=[cos(a) -sin(a) 0O;sin(a) cos(a) 0;0 0 1];
% Rotationsmatrisen i ON-basen {t1, u, v} for rotation
% vinkeln a kring axeln v (svarar mot z-axeln)
P=[t1 u v]; % Basbytesmatrisen
R=P*MxP’ ; % Rotationsmatrisen i standardbasen
n=R*nl;b=R*bl; 7 "Nya basvektorer (roterade vinkeln a),
% notera att t=Rxtl
end

XI=p*ones(1,m)+n*r (k)*cos(s)+b*r(k)*sin(s);
Uk, :)=XI(1,:);V(k,:)=XI(2,:);W(k,:)=XI(3,:);
end

Vi villjer kurvan x(t) = (cos(t),sin(t), at>*), 0 <t < 47, med a = % och en radie pa tuben r(t)
som varierar lings kurvan. Derivan blir x/(t) = (—sin(¢), cos(t), %atlﬂ). Vi véljer n = 40 punkter
langs kurvan och tar m = 25 tubsegment.

Vi ritar upp, lagger pa lite belysning med camlight och viljer projektionstyp med camproj enligt

n=150;m=25;a=0.25;t=1inspace(0,4*pi,n);
x=cos(t) ;z=sin(t) ;y=a*t."(5/4);
dx=-sin(t) ;dz=cos(t) ;dy=ax(5/4)*t.~(1/4);
r=0.5%(1-0.3*sin(5*t));
[X,Y,Z]=tuben(x,y,z,r,m,dx,dy,dz) ;
figure(1)

hold off

surf (X,Y,Z, ’FaceAlpha’,0.85)

hold on

plot3(x,y,z,’r’,’LineWidth’,2)

axis equal vis3d



camlight left
camproj perspective
shg

och far bilden

Prova gérna och skriv in koden for att rotera kameran runt objektet.
Uppgift 5(a). Gor nu tva torusar som kedjar i varandra, dvs. gor tva olika kurvor som ni lagger
tuber runt. Lagg pa lite belysning, vilj projektionstyp och rotera det hela nagra varv.

(b). Hitta pa en egen kurva i rummet och ldgg en tub runt den. Lat gédrna radien variera lings
kurvan. Lek!



