Linjir algebra, AT3 2011/2012
Matematiska vetenskaper

Nagra geometriska konstruktioner i R?

Inledning

Vi skall se pa nagra Platonska kroppar. Dessa dr konvexa tre-dimensionella polyedrar som har
likformiga polygoner som sidor. Lika manga sidor moéts i varje hérn och alla horn &r lika. Det finns
precis fem Platonska kroppar (tetraeder, kub, oktaeder, dodekaeder och ikosaeder). I samman-
hanget vill vi &ven ndmna Arkimediska kroppar. Dessa har lika hérn men sidorna kan vara olika
polygoner. Det finns tretton sadana. Titta girna tillbaka pa Ture Westers lilla bok ”Structural
Order in Space” som ni nog liaste under forsta arets vartermin.

Nagra Platonska kroppar

Vi borjar med att rita en liksidig tetraeder med hornpunkter pa enhetssfiren och hérnpunkternas

koordinater som
24/2 1 2 2 1
\/7707__ ) _fai\/ja__ 9 (07071)
3 3 3 3 3

Forst lagrar vi koordinaterna som kolonner i en matris Hi MATLAB enligt

a=2*sqrt (2)/3; b=-sqrt(2)/3; c=sqrt(2/3); d=-1/3;
H=fa b b 0

0O c-c O

d 4 4 11];

dérefter tar vi och skriver ut de olika hornens nummer pa respektive plats i rummet, notera att
size(H,2) ger antal kolonner i H, dvs. antal hérnpunkter

figure(1), clf
axis equal, axis([-2 2 -2 2 -2 2]), axis off, axis vis3d
hold on
for i=1:size(H,2)
text (H(1,1),H(2,1i) ,H(3,1) ,num2str(i))
end

Skriv in detta i MATLAB sa blir det begripligt. Vi kan vianda och vrida sa vi ser var hornen ar
placerade. Nu skall vi bilda en matris S som skall halla ordning pa vilka hérnpunkter som &r horn
pa de olika sidorna i tetraedern. Pa rad 11 8, dvs. S(1,:), lagrar vi numren pa hérnen pa sidan
1, osv.
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Nu kan vi rita upp sidorna med £i113, notera att size(S,1) &ar antal rader i S, dvs. antal sidor
pa tetraedern

for i=1:size(S,1)

Si=S(i,:); fi113(H(1,Si),H(2,S1),H(3,81),[0.4 0.5 1],’facealpha’,0.2)
end
hold off

Det ar forstandigt att bygga upp S rad for rad, och anvinda koden ovan for att rita fler och fler
av tetraederns sidor. Pa sa sétt ser vi vilka sidor vi inte redan har beskrivit.

Sa hér ser tetraedern ut nér vi dr fardiga (vi har lagt pa belysning ocksa).

Vi kan pa samma sétt gora en matris K som haller reda pa alla kanter pa tetraedern.

K=[

W N~ N = =
o Www

1;

Nu nér vi kommit fram till hur H och S skall se ut kan vi samla ihop koden for att rita tetraedern
och for att lagga pa lite belysning och sadant

a=2xsqrt(2)/3; b=-sqrt(2)/3; c=sqrt(2/3); d=-1/3;
H=La b b O

0O c-c O

d d 4 11;
S=[1 2 3

1 2 4

1 3 4

2 3 47;
figure(1), clf
hold on

for i=1:size(S,1)
Si=S(i,:); fil113(H(1,Si),H(2,Si),H(3,8i),[0.4 0.5 1],’facealpha’,0.8)
end
hold off
axis equal, axis tight, axis off, axis vis3d
view(-30,20)
material shiny
camlight left, camlight head



Uppgift 1. Nu ar det dags for ikosaedern. Den bestar av 20 liksidiga trianglar. Koordinaterna
for hornpunkterna kan vi ta som

(0,£1,+p), (£1,£¢,0), (£p,0,£1)

dar ¢ = % (gyllene snittet).

1
1+p2

Om vi vill att hornpunkterna skall ligga pa enhetssfiaren skalar vi med faktorn s =

Rita nu upp ikosaedern genom att anvinda samma teknik som for tetraedern. Vi far jobba lite
mer, vi har 12 horn (istéllet for 4) och vi har 20 sidor (istéllet for 4). Nagot liknande foljande bild
bor ni komma fram till.

Stjarnformering

Nu kan vi gora en stjirna av var ikosaeder. Vi tar ut mittpunkten pa varje sida och ritar tre sma
triangel-flak istéllet for ett (for varje sida).

* &

Hér ovan skjuter vi ut mittpunkten och hér nedan drar vi in den.

SN




Koden {or att rita sidorna ersatts med

for i=1:size(S,1)
Si=S(i,:); Mi=(H(:,Si(1))+H(:,8i(2))+H(:,S8i(3)))/3; % Mittpunkten pa sida nr i
Mi=Mix*5; % Skalning, prova olika faktorer. Med 5 far du en langarmad stjérna.
fi113([H(1,8i(1:2)) Mi(1)],[H(2,81(1:2)) Mi(2)],[H(3,8i(1:2)) Mi(3)],...
[0.4 0.5 1],’facealpha’,0.8)
fi113([H(1,8i(2:3)) Mi(1)]1,[H(2,8i(2:3)) Mi(2)],[H(3,Si(2:3)) Mi(3)],...
[0.4 0.5 1],’facealpha’,0.8)
fil13([H(1,S8i([3,1]1)) Mi(1)]1,[H(2,S8i([3,1])) Mi(2)],[H(3,8i([3,1])) Mi(3)],...
[0.4 0.5 1],’facealpha’,0.8)
end

Dessa stjarnformiga polyedrar dr inte Platonska kroppar (varfor?).

Uppgift 2. Modifiera nu er kod. Prova lite olika véirden pa skalfaktorn (&dven negativa vérden &r
kul) och vind och vrid.

Stinger och noder

Vi skall rita polyedrar med cirkuléra cylindrar som sténger lings kanterna och sma sfirer som
hérnpunkter eller noder. En sfir gér man enklast med den i MATLAB inbyggda funktionen sphere.
For att gora en cylinder kan man anvénda funktionen cylinder som ger en cylinder ldngs en bit
av z-axeln och sedan rotera koordinat-matriserna och rita upp.

Vi skall bygga en egen funktion min_cylinder som kan generera en cylinder som gar fran en punkt
x; till en annan punkt x,. Pa liknande sétt som vi konstuerade en rotation runt en godtycklig
axel gor vi foljande:

Bilda v = x5 — x3. Dérefter viljer vi tva vektorer v; och vy, bada av enhetslingd, sa att v; och
vy ér vinkelrdta mot v och vinkelrdta mot varandra. Dvs. {vy, vy} skall vara en ortogonalbas for
nollrummet N (vT). Vi berdknar denna bas med funktionen null.

Kanterna pa cylindern kommer da ges av cirklarna
x =x; +rcos(t)vy +rsin(t)vy, 0<t<2m, i=1,2
Vi ritar upp nagra punkter pa dessa cirklar och en rod linje som forbinder x; och x,.

figure(1), clf

hold on

x1=[0.4;2.3;0.8]; x2=[2.8;0.8;2.2];

plot3([x1(1) x2(1)], [x1(2) x2(2)],[x1(3) x2(3)],’r’,’linewidth’,2)
v=x2-x1; A=v’; W=null(A); vi1=W(:,1); v2=W(:,2);
r=0.5; t=linspace(0,2*pi,15);
Cl=x1*ones(size(t))+vl*(r.*cos(t))+v2*(r.*sin(t));
plot3(C1(1,:),C1(2,:),C1(3,:),’0b’,’linewidth’,2)
C2=x2*ones (size(t))+vi*(r.*cos(t))+v2*x(r.*sin(t));
plot3(C2(1,:),C2(2,:),C2(3,:),’0b’,’linewidth’,2)
hold off



Vi far bilden nedan till vanster

Vi ritar sedan upp var cylinder med

X=[C1(1,:);C2(1,:)]; Y=[C1(2,:);C2(2,:)]; Z=[C1(3,:);C2(3,:)];
surf (X,Y,Z)

Vi gor en funktion dar vi samlar ihop koden som genererar koordinat-matriserna for var cylinder.

function [X,Y,Z]=min_cylinder(x1,x2,r,n)

A=(x2-x1)’; W=null(A); vi=W(:,1); v2=W(:,2);
t=linspace(0,2%pi,n);
Cl=x1*ones(size(t))+vix(r.*cos(t))+v2*(r.*sin(t));

C2=x2*ones (size(t))+vi*(r.*cos(t))+v2*x(r.*sin(t));
X=[C1(1,:);C2(1,:)]; Y=[C1(2,:);C2(2,:)]; Z=[C1(3,:);C2(3,:)]1;

Vi ritar tetraeder med bla klot som noder och gula cylindrar som kanter (eller sténger mellan
noderna).

% Skriptfil
a=2xsqrt(2)/3; b=-sqrt(2)/3; c=sqrt(2/3); d=-1/3;

H=[a b b 0 % H(:,j), j:te kolonnen i H, ger koordinaterna
0 c-c O % for hornpunkt j.
d d 4 11; % size(H,2) ger antal hdrn pa kuben.
S=[ 1 2 3 % S(i,:), i:te raden i S, ger nr pa hoérnpunkter
1 2 4 % pa sidan i.
1 3 4 % size(S,1) ger antal sidor p& kuben.
2 3 417;
K=[ 1 2 % K(i,:), i:te raden i K, ger nr pa hornpunkter
1 3 % pa kanten 1i.
2 3 % size(K,1) ger antal kanter pa kuben.
1 4
2 4
3 41];

figure(1), clf



hold on
[X,Y,Z]=sphere(50); s=0.2;
for j=1:size(H,2)
surf (H(1, j)+s*X,H(2,j)+sxY,H(3, j)+s*Z, ’facecolor’,’b’,’edgecolor’, ’none’)
end

r=0.07; m=15;
for i=1:size(K,1)
Ki=K(i,:);

[XR,YR,ZR]=min_cylinder (H(:,Ki(1)) ,H(:,Ki(2)),r,m);
surf (XR,YR,ZR, facecolor’,’y’, ’edgecolor’, ’none’)
end
hold off
axis equal, axis tight, axis off, view(20,10), axis vis3d
material metal
camlight left, camlight head

Och sa har ser det ut

Uppgift 3. Gor nu en ikosaedern med sténger och noder.



