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Egenvarden och egenvektorer
Karakteristiska ekvationen fér en matris
Diagonalisering

Tilldmpning pa system av
differentialekvationer

Basbyte i vektorrum

Egenvarden och linjara avbildningar.

Mal 5.1

For betyget godkand skall du kunna:

* definiera begreppen egenvektor och
egenvdrde

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* inga nya Overbetygsmal i detta avsnitt
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Omfattning

* Lay, kapitel 5.1-5.4, 5.7 Egenvarden och
egenvektorer

* Kapitel 4.7 Basbyten

5.1 Egenvarden och egenvektorer
5.2 Karakteristisk ekvation

Viktiga begrepp
* Egenvektor (eigenvector)
* Egenvarde (eigenvalue)
* Karakteristisk ekvation
* Similara, likvardiga, matriser

Mal 5.2

For betyget godkdnd skall du kunna:

* forklara varfor 16sningarna till den
karakteristiska ekvationen till en matris ar
matrisens egenvarden.

* bestdmma egenvarden och egenvektorer till
en matris

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* inga nya Overbetygsmal i detta avsnitt



Definition: egenvektor och egenvarde

En egenvektor tillen 1 x n-matris A &r envektor x # 0
sddanatt AX = AX fér nagon skalar A .

En skaldr A kallas ett egenvirde till A om det finns en
icketrivial I6sning x till ekvationen Ax = Ax

Varje sadan icke-trivial 16sning kallas en egenvektor som
hor till egenvirdet A

Mingden av alla vektorer X som uppfyller AX = Ax,
alltsa dven nollvektorn, kallas egenrummet som hor till
egenvirdet A

Egenrummet &r nollrummet Nul(A — AI)

Karakteristiska ekvationen

e Enskaldr A é&rett egenvirde till en

n X n-matris A om och endastom X ir
rot till matrisens karakteristiska ekvation
det(A—X)=0

« Man siger att egenvirdet A har

multiplicitet ™ om A hardenna
multiplicitet som rot till karakteristiska
ekvationen.

Sats 5.2

* Om Vi, -V, aregenvektorer till olika
egenviarden Ai,---A.  s3ar
V1, - Vr enlinjart oberoende mangd av
vektorer.
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Egenvarden och linjara avbildningar

* Om A &r standardmatrisen for en linjar
avbildning T': R™ — R” som alltsa ges av
T(x) = Ax s ar en egenvektor en rikting
diar T endastinnebar en "skalning" med
faktorn A.

Sats 5.1

* Egenvardena till en triangular matris ar
elementen pa huvuddiagonalen.

Definition: diagonaliserbar

* En n x n-matris A kallas diagonaliserbar

om A= PDP~! fér ndgon inverterbar
matris P och ndgon diagonalmatris D .

* Tvd n X n-matriser A och B kallas simildra,
likvdrdigaom A= PBP~! fér ndgon
inverterbar matris P

» Matrisen A ir diagonaliserbarom A ir
simildr med en diagonalmatris.



Sats 5.4

Tva Simildra matriser har samma egenvarden.

Bevis: Antag att Aoch B arsimiliraoch att A = PBP~!
Satsen foljer om vi visar att de karakteristiska ekvationerna for
A respektive B har samma l6sningar.
Men
det(A — AI) = det(PBP~! — \PP~) = det((PB — A\PI)P~1)
— det(P(B — AI)P~1) = det(P) - det(B — AI) - det(P~)
=det(B — ) (eftersom det(P~1)=1/det(P)).

Dvs
det(A—X)=0 & det(B—XI)=0

Mal 5.3

For betyget godkand skall du kunna:
* bestimma egenvektorsbas till en matris
* diagonalisera en matris

* berdkna potenser av en matris med hjalp
av diagonalisering

For hogre betyg skall du dessutom kunna:
* inga nya Overbetygsmal i detta avsnitt

Sats 5.5, Diagonaliseringssatsen

« Observera: A ar diagonaliserbar om och
endast om det finns en

bas for R™ bestdende av egenvektorer till A

En sadan bas kallas for egenvektorsbas till A
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5.3 Diagonalisering

Viktiga begrepp
* Diagonalisering, diagonaliserbar matris

* Egenvektorsbas, bas bestaende av
egenvektorer

* Matrispotens

Sats 5.5, Diagonaliseringssatsen

e En  nxn-matris A &r diagonaliserbar
om och endast om
A har n linjart oberoende egenvektorer.
Bevisskiss: Utnyttja att med A - 0
Sa ar

AP = [Avy --- Avy,]) och PD = [A\;vy -+ A\ V)

P=[vy-vy]och D=

Satsen foljer nu av att
A=PDP~!' < AP = PD och P’s kolonner ir linjirt oberoende

Sats 5.6

e Om 7 X n-matrisen A har n olika
egenvardensd ar A diagonaliserbar.

Bevis: Sats 5.2 + Sats 5.5



Sats 5.7

+ L3t A varaen n X n-matris med egenvérden
)\la)‘27' B 7)‘p'
(Notera att p kan vara mindre dn n .)
Da galler foljande:

1. For alla egenvarden dr egenrummets dimension
hogst lika med egenvardets multiplicitet.

2. A &rdiagonaliserbar om och endast om det for
alla egenvarden galler att egenrummets dimension
ar lika med egenvardets multiplicitet.

3. Genom attviljaenbas B forvarje egenrum far
man sammantaget en egenvektorsbas till

Mal 5.7

For betyget godkand skall du kunna:

* utnyttja matrisdiagonalisering for att 16sa
system av linjara differentialekvationer.

For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* forklara, med hjalp av variabelbyte, hur
diagonalisering av matris leder till allmanna
[6sningen till ett system av linjara
differentialekvationer

Lésningsmetod

+ Antag matrisen A &r diagonaliserbar, A= PDP~1 dir
kolonnernai P=[ vi vy vs |bildar en egenvektorsbas

och dar M 0 0
D= 0 X O
0 0 As

« Vihard3att x'(¢) = Ax(t) kan skrivas X' (t) = PDP~1x(t)
* Gor substitutionen y(t) = P~x(t) (dvs x(t) =Py(t) )

* Pavektorform: X(t) =y1(t)v1 +32(t)ve +ys(t)vs
« Eftersom matrisen P inte innehé&ller ngon variabel ¢
ar
x'(t) = y1(t)v1 + 15 (t)va + y5(t)vs = Py'(t)
* Substitutionen ger alltsd  Py’(t) = PDy(t)
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5.7 Tillampning pa
differentialekvationer

Viktiga begrepp
* Kopplade — okopplade ekvationer

System av linjara differentialekvationer

« Ett system av linjdra differentialekvationer kan skrivas pa tre

satt:
i (t)
z5(t)
4 (t)

« eller pa matrisform:

i (t) a1 a1z a13 x1(t)
z5h(t) | = | a1 a as Z2(t)
xy(t) aszy  az2 ass x3(t)

¢ Komprimerat:

a1171(t) + a1222(t) + arzzs(t)
a2121(t) 4 axx2(t) + azszs(t)
a3171(t) + az2®2(t) + aszws(t)

X (t) = Ax(t)

Notera att det i vansterled star derivator!

Losningsmetod forts.

* Eftersom P &rinverterbar harvida att y'(t) = Dy(t)
eller utskrivet som system

vit) = Ay(t)
Ya(t) = Aaya(t)
ys(t) = Asys(t)
* Detta okopplade system loser man som vanligt och far
yi(t) = CreMt
ya(t) = Cae
ys(t) = CaeMt



Losningsmetod forts.

+ Atersubstitution, med x(t) = Py(t) ger oss nu

x(t) =y (t)vi +ya(t)ve +ys(t)vs
= Cle)‘ltvl + 026)\2tv2 + 036/\3tv3

+ Konstanterna Cy, C,, Cs ges av begynnelsevardet x(0)
e Insdttningav ¢t = ildsningsuttrycket ger ekvationen
(&
Cy
Cs

x(0) =P (med utokad matris [P | x(0)])

* detta loses som vanligt, de erhallna viardena pa Ci, C2, Cs
sattsini
x(t) = CreMtvy + Coe?tvy + Cae?stvy

Mal 4.7

For betyget godkand skall du kunna:
» vixla mellan olika baser for R™
Sats 4.7.15 ar central.
For hogre betyg skall du dessutom kunna:

 vaxla mellan olika baser for andra
. Rn
vektorrum an

Koordinateri R"

* Antagatt B={by, -+ b,} &renbasfor [R™och att
kolonnvektorn X har koordinatvektorn
C1

x5 = : relativt basen B
Cn

st Ps=[bi by .- by |
» D3 ar vektorekvationen X =ciby+coby+---+cnbn
ekvivalentmed x = Pg[x]

Matrisen P kallas koordinatbytesmatrisen fran B till
standardbasen.
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4.7 Basbyte

Viktiga begrepp

* Koordinatbytesmatris

Definition: Koordinater

Antag att B= {bl, ce bn} 4r en bas for vektorrummet  V och
att xeV

Koordinaterna for X relativt basen B ir skalsrerna
Cl, ***, Cp sadanaatt X =c1b; +---+c,b,

C1
Vektorn  [X]3 = N R™

Cn
kallas koordinatvektorn for X relativt basen B eller

B -koordinatvektorn for X

Sats 4.7.15

Lt B={by, --- b,} och C={c1, --- ¢}
vara tva baser for vektorrummet V.

Da finns en entydigt bestimd n X n-matris ch
sadanatt [x]e = £ ;5 [x|5

Kolonnernai C£B ar koordinatvektorerna
fér vektorerna i basen BB relativt basen

Alltsd cEs=[ e - [bae ]
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Basbytei R" Basbytei R"

* Lat £ beteckna standardbasen fér R™ och 14t * Lat B={by, --- by} och C={cy, -- ¢}

B={b;, --- b,} varaen annan bas for R". vara tva baser for R™
* Om x érenvektori R™ sdar x=[x],

och « Lit Ps=| b1 by b, | och

elr=Ps=[bi by - b, ] Pe=]c c cn |
* Daiar
-1
Lp=(P) Ps

5.4 Egenvektorer och linjara

. Mal 5.4
transformationer
Viktiga begrepp F6r betyget godkénd skall du kunna:
* Matrisen till en linjar transformation, * inga nya godkantmal i detta avsnitt
avbildningsmatris For hogre betyg skall du dessutom kunna:

* bestdamma och anvdnda avbildningsmatrisen
[T] till en linjsr avbildning T fran V' till V,
relativt en given bas 3 for V.

 vaxla mellan olika baser i samband med linjara
avbildningar

« tillampa diagonalisering i samband med linjara
avbildningar.

Avbildningsmatrisen till en linjar
avbildning T:V — W.

* Antagatt B={by, --- by} &ren basfor * Varje avbildning kan representeras av odndligt
vektorrummet . . . .
manga matriser och varje matris kan

OBSERVERA

+ Antagatt C &renbasfor vektorrummet W . . -
ochatt T:V — W &ren linjir avbildning. representera odndligt manga avbildningar.
 Bilda matrisen * Detta motiverar att man aldrig har samma
M=[[T(by)l, [T(b2)le -+ [T(by)l ] beteckning pa avbildning och matris.
* Daar [T(x)]e = M x|y

* Matrisen M kallas avbildningsmatrisen for T
relativt 8 och C



* Ett sitt att askadliggora likheten [T(x)]. = M [x]5
ar med ett sa kallat kommutativt diagram.
* | diagrammet ser vi tva satt att berakna bilden

av x, dessa ger samma resultat.

T
x T(x)

vinstermultiplikation med M

e Antagatt 7 :R™ —R™ gesavmatrisen 4 , T(x) = Ax,
och att M &r avbildningsmatrisen fér T relativt en bas
B for R™ ochenbas C for R™ .

* Daar x = Pg[x|; vilket ger att koordinatavbildningen [ s
ges av vanstermultiplikation med PB_1

x T(x) = Ax
vinstermultiplikation med A

Pyt P

vinstermultiplikation med M
xls [T(x)]¢

Ovanstaende diagram ar sdledes kommutativt och vi har att
A=P.MPg"-

Fraga 1

Antag avbildningen ar enkel att forsta,
geometriskt, verbalt eller pa annat satt.

Da kan vi ofta ge en matematisk beskrivning av
T i termer av baser som ar speciellt lampade
for T'.

Dessa baser ar kanske inte naturliga for V eller
TV och passar kanske inte for hela problemet vi
arbetar med. Hur hittar vi avbildningsmatrisen
for T relativt de naturliga baserna?
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Kommentar

* OmV =R"”och W =R™ med
standardbaser i bada fallenoch 7T : R” — R™
ar en linjar avbildning sa ar M den vanliga
avbildningsmatrisen, standardmatrisen, fran
kapitel 1.9.

o Alltsd M = A dar
T(x) = Ax

Kommentar

Givet en linjar avbildning T : V — W sa
ser vi att avbildningsmatrisen beror av vilka
baser vi arbetar med. Detta ger upphov till
féljande tva fundamentala fragor:

Fraga 2

Antag vi kdnner avbildningsmatrisen for T
relativt baserfor V och W

Hur skall vi hitta baser som ar speciellt
lampade for T'  sa att vi kan fa en annan
forstaelse for T ?



Avbildningsmatrisen till en linjar
avbildning T:V =V,

* Antagatt 7: V — V' &ren linjar avbildning och
att B={by, --- b,} é&renbas for
vektorrummet V.

Bilda matrisen
[Tl =[ [T0)]s [TMm)s - [T(by)lgs ]

Viharddatt [T(x)]z=[T]5Xlg
| detta fall betecknas alltsa avbildningsmatrisen
T]B istallet for M.

Basbyte och linjara avbildningar
T:R"» —R"
Antagatt T :R™ — R™ aren linjar
avbildning och att B = {by, --- b,}dren bas
for R™.
* Vi har da tva avbildningsmatriser, [T]B och
standardmatrisen 4 .

* Sambandet mellan dessa ges av

A=Pg[T|zPg'

Simildra matriser och linjara
avbildningar

« Tva matriser A och M &r similira om det
finns en inverterbar matris P

sdatt A=PMP!

* Tva matriser ar similadra, likvardiga, om och
endast om de ar avbildningsmatriser for samma
linjara avbildning T : R™ — R™ men relativt
olika baser.

* Matrisen M &r da avbildningsmatris fér den
avbildning som gesav A men relativt den bas
som ges av kolonnernai P
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Basbyte och linjara avbildningar

* Antagatt T': V — V ér en linjar avbildning
ochatt B={by, --- by,}ochC ={cy, --- ¢, }
ar tva baser for vektorrummet V

* Vihardatva avbildninFsmatriser,
T]B och T}c

* Sambandet mellan dessa ges av

[T] B = B<£C [T]c C<£B

Kommentar

* Detta ar endast ett specialfall av sambandet
A= P.MPg*
som vi funnit tidigare.

Sats 5.4.8 Diagonalmatris-
representation av linjar avbildning

» Antag A=PDP ! dirD dren nxn
diagonalmatris.

* L4t B varabasenfér R™ som gesav
kolonnernai P.

e Lat T:R™ —=R"™ varaden linjara
avbildningen som ges av X — Ax

e Daar D avbildningsmatrisen for 1" relativt
basen B.



