
INVERTERBARA LINJÄRA AVBILDNINGAR
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Vi skall här se att annan metod för att komma fram till att en n×n-matris med n
pivotpositioner är inverterbar. För att göra detta inför vi begreppet inverterbarhet
av en linjära avbildningar, och visar att detta är samma som inverterbarhet av dess
standardmatris.

Definition 1. En linjär avbildning T : Rn → Rn är inverterbar om T är injektiv
och surjektiv (det vill säga, T är bijektiv).

Enligt allmän teori om inversa funktioner (se till exempel Adams, Calculus, av-
snitt 3.1), s̊a är T bijektiv om och endast om det finns en invers funktion S = T−1 :
Rn → Rn s̊adan att

(1) S(T (x)) = x och T (S(x)) = x för alla x ∈ Rn.

Sats 1. Om T : Rn → Rn är en inverterbar linjär avbildning, d̊a är S = T−1 :
Rn → Rn en linjär avbildning.

Bevis. Om u1,u2 ∈ Rn, l̊at

(2) v1 = Su1 och v2 = Su2.

D̊a är enligt (1),

(3) Tv1 = T (Su1) = u1 och Tv2 = T (Su2) = u2.

Vi vill nu visa att S är linjär, det vill säga

S(u1 + u2) = Su1 + Su2 och S(cu1) = cSu1 om c ∈ R.

Vi har att

S(u1 + u2) = { enligt (3) } = S(Tv1 + Tv2) = { T är linjär } = S(T (v1 + v2)).

Enligt (1) f̊ar vi d̊a att

S(T (v1 + v2)) = v1 + v2 = { enligt (2) } = Su1 + Su2.

Allts̊a uppfyller S det första villkoret för linjäritet, och det andra visas p̊a liknande
sätt:

S(cu1) = S(cTv1) = S(T (cv1)) = cv1 = cSu1,

där likheterna följer av samma skäl som i ekvationerna ovan (tänk igenom detta!).
�

Tack vare detta kan vi nu ge ännu en karakterisering av inverterbara matriser.
Vi p̊aminner först om kopplingen mellan linjära avbildningar och matriser.

Sats 2. L̊at T : Rn → Rm vara en linjär avbildning. D̊a finns en unik matris A
s̊adan att T (x) = Ax. Matrisen A, som kallas för standardmatrisen för T ges av

A =
(

(Te1) . . . (Ten)
)
.
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Bevis. Bevis av detta gav jag p̊a en tidigare föreläsning förutom p̊ast̊aendet att
matrisen A är unik. För att se att A är unik, s̊a antar vi att det ocks̊a finns en
matris B som uppfyller att T (x) = Bx, och vi vill d̊a se att B = A. Om vi
betraktar T (ei), s̊a f̊ar vi enligt definition av A att T (ei) = Aei = ai. Eftersom
T (x) = Bx, s̊a f̊ar vi ocks̊a att T (ei) = Bei = bi, s̊a ai = T (ei) = bi, och allts̊a är
kolonnerna i A och B samma, dvs. A = B, s̊a standardmatrisen är unik. �

Anmärkning 1. Dessutom f̊ar vi som en enkel konsekvens av hur multiplikation av
matriser är definierad att om T : Rn → Rm är en linjär avbildning med standard-
matris A, och om S : Rm → Rl är en linjär avbildning med standardmatrisen B,
s̊a är standardmatrisen för den linjära avbildningen S ◦ T : Rn → Rl lika med AB,
eftersom

S(T (x)) = A(B(x)) = (AB)x.

Sats 3. L̊at A vara en n × n-matris, och l̊at T : Rn → Rn vara den linjära av-
bildningen T (x) = Ax (det vill säga A är standardmatrisen för T ). D̊a är T en
inverterbar linjär avbildningar om och endast om A är en inverterbar matris.

Bevis. Antag först att T är inverterbar, och l̊at S vara den inversa avbildningen
S = T−1 : Rn → Rn. Enligt Sats 1, s̊a är S en linjär avbildning.

Om vi l̊ater C vara standardmatrisen för S, s̊a f̊ar vi enligt anmärkningen ovan
att S ◦ T har standardmatrisen CA, och att T ◦ S har standardmatrisen AC. Men
enligt (1), s̊a är S ◦T och T ◦S b̊ada lika med identitetsavbildningen x 7→ x p̊a Rn.
Allts̊a har b̊ade S◦T och T ◦S standardmatrisen In, och eftersom standardmatrisen
för en linjär avbildning är unik f̊ar vi att

AC = In = CA,

vilket är precis definitionen av att A är inverterbar, med invers C.
Om vi nu antar att A är inverterbar, s̊a vill vi d̊a visa att T är inverterbar, det

vill säga, att det finns en invers funktion S : Rn → Rn som uppfyller (1). Eftersom
A är inverterbar, s̊a finns det en invers matris A−1 som uppfyller

(4) AA−1 = In och A−1A = In.

Om vi d̊a l̊ater S(x) = A−1x, s̊a f̊ar vi d̊a enligt (4)

T (S(x)) = AA−1x = Inx = x och S(T (x)) = A−1Ax = Inx = x.

Allts̊a uppfyller S villkoren i (1), s̊a T är inverterbar. �

Som avslutning kan vi nu visa följande sats p̊a ett annat sätt än som görs i Lay
(vilket där görs genom att g̊a via elementära matriser) och som ocks̊a var det sättet
jag gick igenom p̊a föreläsningen.

Sats 4. L̊at A vara en n× n-matris. Om A har n stycken pivotpositioner, s̊a är A
inverterbar.

Bevis. Fr̊an koppligen mellan lösningarna till ekvationen Ax = b och trappstegs-
formen för totalmatrisen (A b), s̊a ser man att A har n pivotpositioner om och
endast om ekvationen Ax = b har en unik lösning för varje b ∈ Rn.

Att Ax = b har minst en lösning för varje b ∈ Rn betyder precis att den linjära
avbildningen T : Rn → Rn, T (x) = Ax är surjektiv, och att lösningen är unik
betyder att T är injektiv.



INVERTERBARA LINJÄRA AVBILDNINGAR 3

Allts̊a f̊ar vi att om A har n pivotpositioner, s̊a är T (x) = Ax en inverterbar
linjär avbildning. Enligt föreg̊aende sats f̊ar vi d̊a att A är inverterbar, vilket är
precis vad vi skulle bevisa. �

Att man kan g̊a åt andra h̊allet är lättare, och är väsentligen Sats 2.2.5 i Lay
(tillsammans med första delen av beviset ovan, att A har n pivotpositioner om och
endast om Ax = b har en unik lösning för alla b ∈ Rn) som jag ocks̊a gick igenom
p̊a föreläsningen, och detta bygger inte p̊a elementära matriser.


