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Vi skall hér se att annan metod for att komma fram till att en n x n-matris med n
pivotpositioner dr inverterbar. For att gora detta infér vi begreppet inverterbarhet
av en linjéra avbildningar, och visar att detta dr samma som inverterbarhet av dess
standardmatris.

Definition 1. En linjir avbildning T : R™ — R"™ dr inverterbar om T dr injektiv
och surjektiv (det vill siga, T dr bijektiv).

Enligt allmén teori om inversa funktioner (se till exempel Adams, Calculus, av-
snitt 3.1), sa #r T bijektiv om och endast om det finns en invers funktion S = T~! :
R™ — R"™ sadan att

(1) S(T'(x))=x och T(Skx))=x forallaxeR"

Sats 1. Om T : R® — R" dr en inverterbar linjir avbildning, dd dr S = T~ :
R™ — R"™ en linjdr avbildning.

Bevis. Om uy,us € R”, lat

(2) vi =Su; och vy = Sus.
Da é&r enligt (1),
(3) Tvy =T(Su1) =u; och Tvy=T(Suz)=us.

Vi vill nu visa att S dr linjir, det vill sdga
S(u; +uz) = Su; + Suy och S(cu;) =cSu; omceR.
Vi har att
S(uy +uz) = { enligt (3) } = S(Tvy +Tva) ={ T ér linjir } = S(T(vy + v2)).
Enligt (1) far vi da att
S(T(v1+va)) = vi + va = { enligt (2) } = Suy + Sua.

Alltsa uppfyller S det forsta villkoret for linjéritet, och det andra visas pa liknande
satt:
S(cuy) = S(cT'vy) = S(T(cvy)) = evy = cSuy,
dér likheterna foljer av samma skél som i ekvationerna ovan (tdnk igenom dettal).
O

Tack vare detta kan vi nu ge dnnu en karakterisering av inverterbara matriser.
Vi paminner férst om kopplingen mellan linjéra avbildningar och matriser.

Sats 2. Lat T : R™ — R™ wvara en linjar avbildning. Da finns en unik matris A
sadan att T(x) = Ax. Matrisen A, som kallas for standardmatrisen for T ges av

A= ((Ter) ... (Tey,) ).
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Bevis. Bevis av detta gav jag pa en tidigare foreldsning férutom pastaendet att
matrisen A dr unik. For att se att A &r unik, sa antar vi att det ocksa finns en
matris B som uppfyller att T(x) = Bx, och vi vill da se att B = A. Om vi
betraktar T'(e;), sa far vi enligt definition av A att T'(e;) = Ae; = a;. Eftersom
T(x) = Bx, sa far vi ocksa att T'(e;) = Be; = b;, sa a; = T'(e;) = b;, och alltsa dr
kolonnerna i A och B samma, dvs. A = B, sa standardmatrisen &r unik. O

Anmdrkning 1. Dessutom far vi som en enkel konsekvens av hur multiplikation av
matriser dr definierad att om 7" : R™ — R™ &r en linjir avbildning med standard-
matris A, och om S : R™ — R! #r en linjér avbildning med standardmatrisen B,
sa ar standardmatrisen for den linjira avbildningen S o T : R® — R! lika med AB,
eftersom

S(T(x)) = A(B(x)) = (AB)x.

Sats 3. Lat A vara en n X n-matris, och lat T : R® — R™ wvara den linjira av-
bildningen T(x) = Ax (det vill siga A dr standardmatrisen for T'). Da dr T en
inverterbar linjdr avbildningar om och endast om A dr en inverterbar matris.

Bewvis. Antag forst att T' &r inverterbar, och lat S vara den inversa avbildningen
S =T71:R" — R". Enligt Sats 1, sa #ir S en linjir avbildning.

Om vi later C' vara standardmatrisen for S, sa far vi enligt anmérkningen ovan
att S oT har standardmatrisen C'A, och att T o .S har standardmatrisen AC. Men
enligt (1), sd dr SoT och T oS bada lika med identitetsavbildningen x — x pa R™.
Alltsa har bade SoT och T oS standardmatrisen I,,, och eftersom standardmatrisen
for en linjar avbildning &r unik far vi att

AC = I, = CA,

vilket &r precis definitionen av att A dr inverterbar, med invers C'.

Om vi nu antar att A ar inverterbar, sa vill vi da visa att T &r inverterbar, det
vill séiga, att det finns en invers funktion S : R™ — R" som uppfyller (1). Eftersom
A &r inverterbar, s& finns det en invers matris A~! som uppfyller

(4) AA™ =1, och A'A=1,.
Om vi da later S(x) = A~ 'x, sd far vi da enligt (4)

T(S(x))=AA'x =I,x=x och S(T(x))=A"'Ax=1I,x=x.
Alltsa uppfyller S villkoren i (1), sa T ér inverterbar. O

Som avslutning kan vi nu visa foljande sats pa ett annat sitt &n som gors i Lay
(vilket dér gors genom att ga via elementéira matriser) och som ocksa var det séittet
jag gick igenom pa foreldsningen.

Sats 4. Lat A vara en n X n-matris. Om A har n stycken pivotpositioner, sa dr A
inverterbar.

Bevis. Fran koppligen mellan 16sningarna till ekvationen Ax = b och trappstegs-
formen for totalmatrisen (A b), s ser man att A har n pivotpositioner om och
endast om ekvationen Ax = b har en unik 16sning for varje b € R™.

Att Ax = b har minst en 16sning for varje b € R™ betyder precis att den linjéra
avbildningen T : R® — R", T(x) = Ax #r surjektiv, och att ldsningen ir unik
betyder att T' &ar injektiv.
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Alltsa far vi att om A har n pivotpositioner, sa dr T(x) = Ax en inverterbar
linjdr avbildning. Enligt foregaende sats far vi da att A &r inverterbar, vilket &r
precis vad vi skulle bevisa. O

Att man kan ga at andra hallet &r ldttare, och ar visentligen Sats 2.2.5 i Lay
(tillsammans med férsta delen av beviset ovan, att A har n pivotpositioner om och
endast om Ax = b har en unik 16sning for alla b € R™) som jag ocksa gick igenom
pa foreldsningen, och detta bygger inte pa elementéira matriser.



