Chalmers tekniska hogskola

Tentamen

MVE275 Linjir algebra AT

Loésningar

Del 1: Godkantdelen

1. (a) Standardmatrisen for T ges av [ T'(e1) T(e2) T(es) |. Hér &r

1 1 1
Te)=|2 |, Te)=T||1||-T[|0]|]|=
3 0 0
7
och T(e3)=| 8
9
1 3 7
SVAR: Standardmatrisen for Tér A= | 2 3 8
3 3 9

Datum: 121020

Vi bestdmmer inversen genom att utféra radoperationer pa den uttkade matrisen

1 3 —-1|1 00 1 3 0|1 0 1 0 0j1 3
[AIl]=]10 -1 2|0 1 0f~|0 =1 0[0 1 ~]10 1 0]0 -1
0 0 1|0 01 0 0 1]0 0 0 0 1|0 O
1 3 -5
SvarR: A7l=]0 -1 2
0 0 1
Vi vill 16sa ekvationssystemet
1 3 1
10 [ “ ] = | -2
45| L -3
Efter den vanliga Gausseliminationen erhaller man lésningen ¢; = —2, ¢ = 1.

SVAR: [v]g = [ _12 ]
Den bésta linjen har ekvationen y = a + bt dér

1 -1 0
1 0 [ . ] =1
1 1 )
Vi loser normalekvationen A7 Ax = ATy dar

1 -1

[a—

ATA_[ 1 1 1]

-1 0 1 1

Den utokade matrisen fér normalekvationen ges av

3 0|6 1 0] 2
0 2|5 0 1(5/2
Detta visar att a = 2 och att b = 5/2.
SVAR: Den bista linjens ekvation &r y = 2 + %t

(30 . [ 1 11
(1] _[0 2]00h‘4y_[—101}



(e) Vi har att
AX+B=X<AX-X=-B& (A-1)X =-B.

Den utokade matrisen ges av

2 —1|-1 -2 1 —2|-2 -1 1 0/0 —1
[A_”_B]_[1 2| -2 —1}N{0 1|1 o]’“[o 1)1 0]

0 -1
SVAR.X—[l 0 ]

2. (a) Vi radreducerar matrisen A till trappstegsform

1 1 -1 1 1 -1 11 -1
A=|1 -2 1 |~|0 -3 2 |~|0 -3 2
1 7 p 0 6 p+1 0 0 p+5

Systemet Ax = 0 har en icke-rivial 16sning om och endast om sista raden endast bestar
av nollor, dvs om och endast om p = —5. (Det &r precis da vi far en fri variabel!)

(b) Enligt Cramers regel &r

1 -1 -1

1 0 1

CdetAy(b) |1 3 0
2T T et A (1 1 -1
1 -2 1

1 7 0

Man kan berdkna bada determinanterna via kofaktor expansioner ldangs tredje raden, sig.
Da ser vi att

1 -1 -1
1 0 1 :1-‘_01 _11'—3-’1 _11’:1(—1)—3(2):—7,
1 3 0

och
11 -1
1 —2 1 |=1 ’_12 _11‘_7.“ —11‘:1(_1)—7(2):_15
1 7 0

SVAR : xg = (—7)/(—15) = 7/15.
3. (a) Talet X ségs vara ett egenvdrde till A om det finns en vektor v sadan att v # 0 och
Av = Av. Vektorn v séigs da vara en egenvektor till A.
(b) Vi maste diagonalisera A. Dess karakteristiska ekvation lyder
-1-X 5 0

det(A—A)=0<| -3 T7—-X 0 |=0e(1-))
0 0 1-2A\

—1-—A 5 _ 9 _
_3 7 =0< (1-A)(A*=6A+8) =0
som har de tre rotterna A\ = 1, Ay = 2, A3 = 4.

Hérnést bestémmer vi motsvarande egenvektorer.
)\1 =1:Daéar

b
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och vi ser direkt att en egenvektor ar vi = | 0
1
A =2 :Daar
-3 5 0 -3 5 0
A-2I=] -3 5 0 ~ 0 0 -1
0 0 -1 0 0 O
5
En egenvektor dr vo = | 3
0
)\3:4:Dé§ir
-5 5 0 -1 10
A—-4I=| -3 3 0 ~ 0 0 1
0 0 =3 0 00
1
En egenvektor dr vy = | 1
0

D4 har vi att A = PDP~! dar

0 5 1
P:[Vl V9 Vg]: 0 3 1 y

1 00

1 00

D= diag()\l, )\2, )\3) = 0 2 0

0 0 4

. (a) Vi radreducerar matrisen A till trappstegsform

1 1 ) 1 1 5) 1 1 5 1 0 3
A 0 1 2 0 1 2 01 2 01 2
-1 2 1 0 3 6 000 000
1 -2 -1 0 -3 -6 0 0O 0 0O

Rangen for en matris dr lika med antalet pivotkolonner sa Rank A = 2 och de tva forsta
kolumnera i A utgor en bas for kolonnrummet

1 1
0 1 . ..
SVAR: Rank A = 2 och u; = 1 pwm= 9 dr en bas for Col A
1 -2
(b) Vi loser ekvationen Ax = 0.
Den reducerade trappstegsformen for A ovan ger att variabeln z3 = —t &r fri och
3
1+ 31‘3 =0 I = 3t .
{ rot+ 2x3=0 <:>{£L‘2—2t ex=t _21 » LER
3
SVAR: En bas for Nul A &r vektorn 2
—1

(c) Basen ovan till Col A &r inte en ON-bas. Vi forvandlar vi dessa till en ortogonalbas
genom att sédtta vi = u; och

. Vg V] 3
Vo = Uy — projy, (u1) = ug — vi=vo— | |vi=va+vVv)=
ViV 3

— =N



Det aterstar att normalisera. Satt

1 2

¢ Vi 1 0 ¢ W9 1 1
1= 7 = —F= s 2= T = —=

[vall V3| 1 lwal| V7| 1

1 -1

Da utgor {f1,f2} den efterlingtade ON-basen for Col A.

Del 2: Overbetygsdelen

. (a) Hér skall vi kontrollera att F(p + q) =
I huvudsak ér detta en foljd av att (p+¢q)' =

samt att (c-p) =c-p, (c-p)(z+

/+q
1) =c-p(z+1).

(r+q(z+1)

(b) F:s matris i standardbaserna ges av M =

F(p) + Flg) och F(c-p) = ¢ F(p).
=plx+1)+qlx+1)

[ [FW]e [F)le [F?)]e ]

dir £ = {1, 2,22, 23} #r standardbasen for P3. Vi opererar pa basvektorerna med F:

Fl)=z-0+z 1=z,
Flx)=x-1+z-(z+1)=2%+ 2z,

f@H =z -2z)+z-(z+1)? =23 +42% + x.

Harav foljer att F':s matris ges av M =

o O~ O
O = NN O
— s = O

(c) Koordinaterna for polynomet x? 4 3z + 4 i standardbasen for Py &r

Koordinaterna for F(z? + 3z + 4) i basen £ dr dérfor

000 0
4 4
1 2 1 11
Mi’:014 i’:7
00 1 1

Alltsd dr  F(z? + 3z + 4) = 23 + 72 + 11x.
. Se kursboken eller foreldsningsanteckningar.

. (a) Vi undersoker férst om de givna vektorerna &r egenvektorer.

1/4 12 1/47[1 1

Avi=|1/2 1/4 1/4 | |1 |=|1]|=wv,
| 1/4 1/4 12 | [ 1 1
[ 1/4 1/2 147 1] [ 1/4 7 1

Avo= | 1/2 1/4 1/4 1| =] 14 | =1| 1 Ly,
14 14 12| | 2| | -1/2 ] —2
[ 1/4 1/2 147 1] [ -1/4] 1

Ava= | 1/2 1/4 14 || -1 | =] 1/4 |==1| -1 | =1y,
14 14 12 0| | o0 | 0

Detta visar att vq, vy och v3 ar egenvektorer horande till egenvérdena 1, ¢
Den allménna I6sningen ges darfor av

1\" 1\"
Xp = C1V] + C2 <4> Vo +C3 <—4> V3

dar c1, co och c3 ar godtyckliga konstanter.

3

respektlve —1

4-



(b) A =1 &r ett egenvirde till matrisen A precis da det(A — I) = 0. Hér ar

a1 —1  are e a1n
azg  ax—1 - az ., ) _ -
det(A—1) = ] . ] = "addera de n — 1 férsta raderna till den sista” =
anl An2 s Qpp — 1
ajp — 1 a2 I a1n
a21 a2 — 1 o a2n 9 P . ”
= . . . = "alla summor ar lika med 17 =
n n n
Zi:1 a;j; — 1 Zi:1 ap—1 --- Z’i:l ain — 1
ar; —1 a12 SRR AT
a1 azx—1 -+ agy
= ) ) . 1=0
0 0 - 0

Och vi dr klaral!



