Tillaimpningar av komplex analys och Fourieranalys 5

1. Beridkning av reella integraler

Residukalkyl kan anvindas for att berikna diverse reella integraler av intresse. Vi skall
h&r se pd nagra vanliga typer.

L&t P(z) och Q(z) vara tva polynom utan gemensamma faktorer. Antag att () saknar reella
nollstillen och att grad Q > grad P + 2 (dir grad P och grad @) betecknar polynomens
gradtal), s att integralen [0 ﬂ(:%dx ar konvergent, ja t o m absolutkonvergent. Integrera
P(2)/Q(2) runt halvcirkeln i Fig. 1, dér R har valts sa stort att konturen omsluter alla
nollstéllen till Q(z) i 6vre halvplanet. Enligt residusatsen ar

'S
. .
7> ‘ >
-R R
Fig. 1
E P(z) P(z), . P(z)
(1.1) ./—R Q(x)dx_i— .. Q(Z)dz—ZMIn%;OReS 20G)

dsr summan i hogerledet forstas betyder summan av residuerna av P(z)/Q(z) i alla poler
i 6vre halvplanet. Vi vill nu l&ta R — oo och visa att den andra integralen i (1.1) gar mot
0. Detta foljer av foljande lemma.

Lemma 1.1. Antag att f(z) dr analytisk i Im z > 0, |z| > Ry for ndgot Ry, och att
2f(2) = 0 dd z = oo i halvplanet Im z > 0. Dd dr

R—o0

1i dz = 0.
im CRf(z)z 0
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Bevis. Antag R > Ry och sitt Mg = max,ecy, | f(2)|. Forutsittningen att zf(z) — 0 da
z — 00 1 Im z > 0 innebar att RMgr — 0 dd R — oco. Vi far

< < . 4
| £l < [ 1J(Eld=] < Ma-7R 0 da R oo,

varfér pastaendet foljer. d

Tillé,mpa nu Lemma 1.1 p& f(z) = Q(z Om P(z) = amz™+ ...+ a1z + ag och Q(z) =
bpz? + ...+ b1z + bg, s& dr m + 1 < p enligt férutséttning, och ’

Apn2™ T+ .+ agz

prp + e + b()
Alltsd &r limp o0 [o, f(2)dz = 0. Lat R — oo i (1.1) s4 fas

—0 d& 2z — oo.

zf(z) =

I)d:ﬂ = 2m Z Res P(Z)

P
(1-2) e Q) T 2 R0

Exempel. Berikna I = [§° -F7 +1 —F—=dzx.

Losning. Integranden ar jdmn s [ = ; [°° $f_2|_1 dz. Funktionen f(z) = ;sz_—l har poler d&

2241=0, z = z, = &CFD™/4 L =0,1,2,3. 16vre halvplanet ligger zo = e/t = ~\}—§(1+i)
och z; = 37/4 = %(—1 +1). Vi har

22 1 Zo 1

ReSZ=ZOf(Z) = 4—2::—3"2:20 = 4—20 = Z = —\/5(1 — Z),
1 z 1
Resz=zlf(z) == Zz—l = Zl 4\/_( 1-— 2)

Formel (1.2) ger

1 2
I:—2—-2m 4\/_(1—z—1—z) 7_r4£
O
1.2. ffooog(%cosamdx och [° Ooa(—%smaxdx

Lat P(z) och Q(z) vara som i 1.1 med det undantaget att vi nu bara kréver att grad Q) >

grad P + 1. Lat a > 0 och mtegrera o6 )e“’z runt samma kontur som foérut. Residusatsen
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ger

R P(2) o P2) dasg, —9rs S Reg D) i
(1.3) Q() dz + on O(2) dz =2 II§>OR 00

for stora R. Eftersom |e*?| = ¢ < 1 (z = z + 1y), kan den andra integralen i (1.3)

uppskattas som
[ PO gy [y
ox Q(2) ~ Jor Q(2)
Om skillnaden mellan @):s och P:s gradtal & minst tva enheter gar detta mot noll som
férut, men om skillnaden i gradtal bara dr en enhet, dr denna uppskattning virdelss, och
vi maste hitta pd nagot bittre. Losningen ges av foljande lemma.

Lemma 1.2. (Jordans lemma) (a) /_ e fsinldp « — o> 0.
0 2aR

(b) Antag att f(2) dr analytisk i Imz > 0, |z| > Ry fér ndgot Ro, och att f(z) — 0 dd
z — 00 ¢ halvplanet Im z > 0. Om a > 0, sd dr

lim / f(2)e**dz = 0.
R

R—oo JO

Bevis. (a) Det framgar av Fig. 2 att sinf > 2¢ for 0 < 9 < 5

I\

1 sin @

26/m

X
2
Fig. 2

Detta ger

T

2 —aRsmGdo < / —aR(20/7r)d0 / —ZaRG/wda — T
/0 < 2aR’

(b) Antag R > R och 14t igen Mg = max,cc,, |f(2)|. Foérutsdttningen att f(z) — 0 da
z — 00 1Im z > 0 innebir att Mg — 0 d& R — co. Vi uppskattar integralen 6ver Cr och
utnyttjar (a):

I/ f(2)e**dz| <[z = Re®®, 0 <0 < n] < Mg /” —aRsinf p o
= [sin @ &r jimn kring § = g] = 2RMpg /5 g—aRsind jg
0

<2BMg-—— ="Mz =0, di R—s oo,
2aR a
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vilket bevisar pastaendet. d

L&t oss atervinda till (1.3) och tillimpa Lemma 1.2 pa f(2) = P Eftersom m <
2 b,

giller att
2™+ ...+ ag

f(z) = — —0 da& z— oo,

och Lemma 1.2 ger att [y, f(2)e"*dz — 0 d& R — co. Lat R — oo i (1.3) sa fas da

(1.4) /_o; g%eiaxd:c ZMIZOResSE ;emz (a>0).

Integralen i (1.4) har erhéllits som ett principalvirde, dvs som

P(x) 10,33 R P( 'um:
PV/ dz R%O/RQ(:C de,

men det &r inte klart att integralen &r konvergent i vanlig mening, vilket kraver att

B gj(f% e*®dz har ett grinsvirde d4 A och B gir mot co oberoende av varandra. (For

att klargora skillnaden, observera att t ex PV [% zdz = limp o f_R zdz = 0, medan
2, zdz inte existerar.) I (1.2) var detta inget problem, eftersom vi fran borjan visste att
integralen var konvergent. Att detsamma giller i (1.4) kan visas genom att anvinda en
annan integrationskontur eller direkt genom partialintegration. Med R(z) = P(z)/Q(z)
fas 5 ) .

iax A& B 102 piaT
(1.5) /_ ' R(e)e*da = [R(e)—] ", - — R (2)e*ds.

a
Den utintegrerade termen gar mot 0 da A och B gér mot co. Eftersom R'(z) &r en rationell
funktion Pi(z)/Q1(z), dér grad @1 > grad P1+2,s8 ar [ R'(z)e'*®dz absolutkonvergent,
och integralen i hogerledet av (1.5) har ett grinsvirde d& A och B — oo oberoende av
varandra. Alltsd giller detsamma f6r vinsterledet, och vi behéver inte ha nagot “PV” i
(1.4).

Om P och @ har reella koefficienter far vi [ R(z) cos azdz och [ R(z)sin azdz genom
att ta real- resp imaginirdelen av bada leden i (1.4). Observera att man inte kan fa t ex
2 R(z) cos axdz genom att integrera R(z)cos az runt konturen i Fig. 1 (varfor?), utan
man maste gd vigen via (1.4).

Exempel. Berdkna I = [73 xzjf'z‘:“d:c

Lésning. Vi skriver I = Im [ dz.

00 $2+2:1:+2
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Funktionen f(z) = €**/(2% + 22 +2) har poler d& 2> + 22 +2 =0, z = —1 £+ 1. I 6vre
halvplanet ligger z; = —1 4 ¢, och vi har

iz i(-14) ’
o e _ e IS
ResnfB) =gl =5 =3¢

Z2=2z3

Formel (1.4) ger

1 ; T
I=1Im (27i- —e ') = ——sinl.
m (271 5;¢ ) 6sml

g

Vi skall nu tillata att @) kan ha enkla nollstéllen pa realaxeln och se hur (1.4) generaliseras.
Vi méste forst diskutera begreppet principalvirde litet utférligare. Om en funktion f(z)
ar kontinuerlig i intervallet [a, b] utom i punkten ¢, definierar vi

PV/abf(x :c—hm{/ f(z dx—i—/ f(z)dz},

e—0

om gransvardet existerar.

—€ 1
PV/ —dw—hm[/ d—x—l-/ d—x]——-(),
e—0+ -1 T e X

naturligtvis dr divergent.

Exempelvis &r

1 dz
T

medan [_;

Flera principalvirden kan kombineras pé ett uppenbart sitt.

Exempel.
—1—¢; 1—ep R 1 1
PV/ dz = lim [/ +/ +/ (— +——)dz| = 0.
o z2—1 Fae R ~14e1 Jite 2—1 z+1
€3 =0+

Om @ har ett antal enkla reella nollstillen och om férutséttningarna i 6vrigt 4r de samma
som 1 anslutning till (1.4), far vi

(1.6) PV/ x) Tz =2mi Y Res Ty Res €.
Q Imz>0 Imz=0 )
Observera att “PV” &r helt nédvéndigt hir, eftersom integralen ir divergent.

I beviset kommer vi att utnyttja foljande resultat.
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_ 0
Lemma 1.3. Om f(z) har en enkelpol i zo, och om C. dr cirkelbigen z = zo+ ¥, o ——

a+ by, sd dr

lim | f(2)dz = i6Res,=,, f(2).

e—0 Ce

Bevis. Vi kan skriva .
-1

1) = == 4 (o)
ddr c_; = Res,=,, f(z), och dir p(z) 4r analytisk i zo, s3 att
1

. dz=c | d .
(1.7) /Cef(z)z c_1 07— z+ Cego(z)dz
Héar ar

1 atd ] . a+bo
/ dz = / ——.geze'edﬂ = z/ df = 16,,
Ce 2 — 2o o €€ a

medan

| [, #(2)de] < maxle(=)] - 1fole =0 da e 0.

Lat e — 01 (1.7) s3 fas pastaendet. O

For att bevisa (1.6) 1at g(z) = Ple) giez och 1at Z1,...,ZTy, vara polerna pa realaxeln.
~ Q) ) p
Integrera g(z) runt konturen i Fig. 3.

Fig. 3
Om R #r stort och ¢,...,€, sma, ar
zT1—€1 Tr—€2 R
(1.8) / g(z)dz —i—/ —|—/ +... —I—/ g(z)dz +
Cr -R z1+e€ Tmtem

+/Cq+...+/0€mg<z>dz=2m >_ Res g(2).

Im2>0



Tillampningar av komplex analys och Fourieranalys 11

Vi far att [, g(2)dz — 0 d& R — oo som forut, och enligt Lemma 1.3 giller att

/ 9(2)dz — —miRes =y, 9(z) d& & —0,k=1,....,m

k

Ldt R — oo och ¢ —+ 0,k =1,...,m,i (1.8) s& erhalles (1.6). O

Formel (1.6) anvéinds oftast fér att berskna integralen [*° cos azdz eller [ QJ(—% sin azdz,

P(z)
% Q(z)
dér de reella nollstéllena till Q(z) motsvaras av nollstéllen till cos az eller sin az. Integran-
den &r da (kan uppfattas som) kontinuerlig i dessa punkter, s nagot principalvirde behsvs

inte. Konvergensen i odndligheten &r heller inget problem, som vi sig i (1.5).

Exempel.

/°°s1na:d$ = 2/00 sm:v :—ImPV/ ——dx—
0

ezz 1 ' T
= EIm[mResz_o . ] = §Im [ri-1] = 5

2. Mbobiusavbildningar och inversa punkter

Definition. Tva punkter a och a* kallas inversa m.a.p. linjen L, om de &r varandras
spegelbilder i L. Punkterna a och a* kallas inversa m.a.p. cirkeln |z — 2| = r, om a och
a* ligger pd samma forlangda radie och |a—zo|-|a*—z| = r?, dvs. om (a — 20)(a*—2z) = r2.
Vidare dr zo och oo inversa m.a.p. cirkeln.

N a*

] >
=

Lat C vara en cirkel eller rit linje och T'(z) en Mobiusavbildning. D& &r som bekant
bildkurvan C' = T'(C) ocksa en cirkel eller rét linje.

Sats 2.1. Antag att a och a* dr inversa m.a.p. C. Dé dr T(a) och T(a*) inversa m.a.p.
C'.
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Beviset bygger pa tva lemmor.

Lemma 2.1. Ldt C vara en cirkel eller rit linje och lit a och a*(a,a* # 0o) vara inversa
m.a.p. C. D@ dr

zZ—a

=k, z€eC,

z—a*

dir k =1 dd C dr en rit linje, och k = |a — zo|/r dd C ér cirkeln |z — zo| = r.

Bevis. Uppenbart fran definitionen d& C &r en rit linje. Om C é&r cirkeln |z — 29| = 7,

kan vi skriva )

a=2z+pe?, a"=2+—€% dir p=|a— 2.

Punkterna pa C &r av formen z = 2y + re®. D4 giller

z—a ret — pet® pre? — pei®
= " b) " —_ - T T _—
> — a* ret? — %eup r peze — rety
0 iopeT _remi
_ P e upp
r per’ — retw

I det sista braket &r tiljaren konjugatet av nidmnaren, varfor brékets belopp ar 1. Allts3
ar
z—a

P
z—a* T

Lemma 2.2. Ldt p och q vara olika kompleza tal och k > 0. Fkvationen
zZ2—p
zZ—4q

betyder en rit linje di k = 1 och en cirkel med medelpunkt zo = (p — k%q)/(1 — k?) och
radier = klp—q|/|1 —k?| dd k # 1. p och q dr inversa punkter m.a.p. linjen resp. cirkeln.

(2.1) —k

Bevis. Pastaendet dr klart om k = 1, s& 1at k # 1. Ekvation (2.1) kan skrivas
(z=p)(z-p) =K' (z — q)(z - 9,
(1 —E)2z — (p— K*q)z — (p — K*q)z = K?|q|* — |p|,
ZZ — ZogZ — Z29Z = —~—~—k2|q|2 — Iplz’
1—k2?
k*lq* — Ipl®

g2+l

]z — z0|2 = 2Z — ZpZ — 20Z + 2020 =
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Efter litet rdknande fas att det sista uttrycket dr lika med 7%, och dirmed &r det forsta
pastéaendet klart. Slutligen &r

_ _KMg-p  _g-p
p ZO'— l—kz, q zo—]_—kz’
(p = 20)(q — 20) = 17,
vilket visar pastdendet om inversa punkter. a

Bevis av Sats 2.1. Avbildningen 7'(z) kan skrivas som en sammanséttning av avbild-
ningar av formen T1(z) = az + B, @ # 0, och Ty(z) = 1. Darfor récker det att visa
pastaendet for var och en av dessa avbildningar.

Antag forst att a,a* # oo. Enligt Lemma 2.1 och Lemma 2.2 kan ekvationen for C' skrivas
pé formen

(2.2) 7% =

z—a*
Om w =Ti(z) = az+ B och z € C, &r enligt (2.2)

w — Ti(a) az+ B — (aa + B)
w — Ty(a*) az + B — (aa* + B)
Enligt Lemma 2.2 &r d& T(a) och Ti(a*) inversa m.a.p. Ti(C). Om w = T5(z) = 1 och
z € C, &r, om a,a* # 0,

zZ—a

z —a*

w—Tya)| |1-%] a|lz—a| _ kla
w—Tya*)| [1-2L allz—a*|  la|’
och Lemma 2.2 visar att T5(a) och T5(a*) &r inversa m.a.p. T3(C). Om a = 0, &r
1 1 1 |z—a" 1
—_— T * = |- - - —_— =
[ = Ta(a”)] z a*|  |e*¥|| = kla*|’

vilket visar att bilden &r en cirkel med T5(a*) och T3(a) = oo som inversa punkter. Fallet
a* = 0 behandlas analogt.

Om a = oo, & a* = 2, om C i&r cirkeln |z — z| = r. D& &r T1(a) = oo och Ti(a*) =
azo + (3 inversa m.a.p. T1(C), eftersom cirkeln 77(C) har medelpunkten azy + 8. Vidare
ir Tx(a) = 0 och Tx(a*) = % inversa m.a.p. T5(C). Detta #r klart om z, = 0, och om
zo# 0 dr for z € C

To(z) =0 _|_2 |_ 1=l _ =l

To(2) — & —}1;—% |z — 20| r’
och pastéendet foljer av dnnu en tillimpning av Lemma 2.2. Fallet ¢ = 2y, a* = oo
behandlas analogt. Darmed dr satsen bevisad. O

Sats 2.1 kan anvindas for att enkelt 16sa vissa avbildningsproblem.
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Problem 1. Avbilda en cirkel eller rét linje C' p& en cirkel eller rit linje C”.

Losning. Problemet kan 16sas genom att man avbildar en punkt z; € C pé& en punkt
wy € C' och ett par av inversa (m.a.p. C) punkter z; och 2} (som ej ligger pa C) pa ett par
av inversa (m.a.p. C') punkter w, och w}. Dessa punkter bestdimmer en Mébiusavbildning
T'(2); se Fisher, sid. 198-199 for det grundliggande problemet att avbilda tre punkter pa
tre punkter. Bilden T'(C) av C &r en cirkel eller rét linje, som gdr genom w; och som har
wy och wj som inversa punkter (Sats 2.1). Nu finns det bara en cirkel eller rit linje med
denna egenskap. Detta kan man inse genom att inféra den Mébiusavbildning ¢ = S(w),
som avbildar w; pa 1, wy pa 0 och wj pé co. Bilderna av T'(C) och C’ &r d& cirklar, som
gar genom 1 och som har 0 och oo som inversa punkter. Det finns dock bara en sddan

cirkel, ndmligen |(| = 1. Alltsa ST(C) = S(C"), varfor T(C) = C'.

Problem 2. Avbilda ett omrade {2 begrénsat av en cirkel eller rét linje C' pa ett omrade
) begransat av en cirkel eller rit linje C”.

Losning. Avbilda C' pa C' enligt Problem 1 s& att ndgon punkt i Q avbildas pa nigon
punkt i '. Dirvid kommer () att avbildas pa Q'; se Fisher, 6vn. 10, sid. 205.

3. Laplacetransformer

I vissa tillimpningar har vi behov av att kunna Laplacetransformera (generaliserade) funk-
tioner innehallande impulsiva singulariteter, dvs. §-"funktioner” och eventuellt derivator
av sddana. Detta dr ganska problemfritt utom d& vi har en impulsiv singularitet i origo.
Vi téinker oss som vanligt att f(¢) =0 fér ¢ < 0 och definierar

(Lf)(s) = /0 T f®)etdt = lim [ f(t)etdt.

e—0t —€

Exempelvis dr

(L6)(s) = / T S(t)etdt = 0 = 1.

0

d-funktioner kan upptrida i hogerledet i differentialekvationer. Ett enkelt exempel:
(3.1) u” +u = 4(t).

En sddan ekvation méste tolkas inom teorin fér generaliserade funktioner (eller distribu-
tioner), och derivatorna maste avse generaliserade derivator. Lat oss ska en losning sddan
att u(t) = 0 f6r t < 0 och forstka bestimma den med Laplacetransformering. Vi behsver
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dé& regeln fér Laplacetransformering av derivator. Med generaliserad derivata och med

f(t) =0f6r t <0 har vi

(L)) = [~ FWedt = [0 — [ f)(-s)e"at
= s/oio f(t)e *tdt,

dvs
(3-2) (LF)(s) = s(LS)(s).
Analogt fér hogre derivator:

(L) (s) = s (LF)(s).

Laplacetransformerar vi nu (3.1) far vi med U(s) = Lu(s):

S2U(s)+U(s) = 1, U(s):ﬁ,

u(t) = sint-0(t).

Jamfor (3.2) med den tidigare formeln (se Fisher, Example 2, sid. 348, eller Folland,
Theorem 8.1(c))

(3-3) (Lf)(s) = sLf(s) = £(0),
dsr f'(t) &r den styckvisa derivatan for ¢ > 0. Ett enkelt exempel belyser skillnaden i

synsitt mellan (3.2) och (3.3). Betrakta f(t) = 6(t)(= H(t)). I (3.3) betraktar vi enbart
t > 0 och har 6'(t) = 0 och 6(0) = §(0%) = 1. Alltsa utsager (3.3)

(L) (s) =0=sLO(s) — 1,

vilket &r korrekt, ty £8(s) = L. I(3.2) tar vi hansyn till £ < 0 och har §'(t) = §(¢), varvid
(3.2) ger
(LO")(s) = LE(s) =1 = sL(s),

vilket ocksa ar korrekt.

Vi har tidigare sett hur en given funktion f(¢) kan &tervinnas ur sin Laplacetransform
genom en viss konturintegral, som vi kallar inversionsintegralen. Nu &r situationen ofta
den motsatta: vi har en funktion F(s) given och vi vill ta reda pd om F(s) &r Laplace-
transformen av nadgon funktion f(¢). Férhoppningen ir att f(¢) skall kunna erhéllas med
hjilp av inversionsintegralen, men det &r tyvirr inte alltid sant; det kan n&mligen hénda
att inversionsintegralen konvergerar mot en funktion, som inte har F'(s) som sin Laplace-
transform (se Folland, Exercise 10, sid. 273). Med lampliga forutsittningar pa F(s) kan
man dock f3 det nskade resultatet. Vi skall nedan ge tva exempel pa situationer, dir F'(s)
verkligen 4r Laplacetransformen av den funktion f(¢) som erhélles ur inversionsintegralen.
Forst kan man fraga sig vilka funktioner F'(s) som kan upptrédda som Laplacetransformer.
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Det &r inte l4tt att ge nigot enkelt svar pa den fragan. Ett par egenskaper hos Laplace-
transformer kan vi dock notera. Vi har tidigare sett att en Laplacetransform #r analytisk
i ett halvplan Re s > a. En annan enkel egenskap ges i foljande sats. Vi betraktar dir
funktioner f(t) utan impulsdelar.

Sats 3.1. Ldt f(t) vara sidan att |f(t)| < Ce™ fort > 0 for vissa konstanter C och a.
Da giller for Laplacetransformen F(s) att F(s) — 0 dd Re s — oo.

Bevis. Antag 0 = Re s > a. D3 ar

— o —st < oo —ot —
P = 1 [ red < [T Irole
= [Ti@leetta < 0 [T e =
0 0

C
= —0 d& o — .
oc—a

Sats 3.2. Antag att g(s) dr analytisk i hela s-planet utom i dndligt mdanga singulira punk-
ter sg, och att g(s) — 0 dd s — oo. Dé dr g(s) Laplacetransformen av

(3.4 J(8) = 3 Resaey, (9(s)e™).
k
Om det reella talet a dr sidant att Re s, < a for alla k, gdller vidare att
.1 pem@ s | f@), t>0,
(3.5) Qh—glo 23 /a—m g(s)e”ds = { 0, t<0.

Bevis. Vilj Q sa stort att alla s; ligger innanfsr konturen C' = yq + I'g i figuren. Med
f(t) definierat av (3.4) ger residusatsen

(3.6) 7@ =5 [a)ertds = o= [ + [ gls)etas)

21 271 Jg Ta

Fér ¢ > 0 har vi uppskattningen

1 1
) < = (Re s)t < = ot — at
(3.7) O < 57 [ 1a()e®F|ds] < e [ |g(s)llds] = Me
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Alltsd har f(t) en Laplacetransform. Lat oss visa att den &r g(s).

A
a+ijf

r z
Q 1
/ ‘h Fﬂ
\ y —y
\

a-jQ

Fixera z med Re z > a och 1&t Q > |z — a|. Enligt Fubinis sats om omkastning av
integrationsordningen &r

© iyt gy L[ st g — L g
(3.8) /0 f(t)e™™dt = 27ri/o /Cg(s)e dsdt = 2m,/cg(s)/0 e dtds
_ L), 1 o9() 1 9(s) 4o

S O T
2mi Jc z— s 2mY Sy S — 2 271 JTg 8 — 2

Enligt Cauchys integralformel &r

11 9(s) 11 9(s)

. == [ 95 4o~ [ 55 4
(3:9) 9(2) 2my Jry, s — 2 * T om [m s — zds
Om Cq =Ty + I'g &r cirkeln |s — a| = Q, fas alltsa ur (3.8) och (3.9)

® ) 1 9(s)
_ 2t - AN
(3.10) () /0 fede =g [ T ds

Nu skall vi utnyttja att g(s) — 0 d& s — oo, vilket &r liktydigt med att max,ec,, |9(s)] — 0
da @ — oco. Vi har

l g(S) dSI S ma'XSECQ |g(3)l . 271_Q — 0 da
Co $— % Q—|z—a

Lat Q — oo i (3.10) sa fas

Q) — co.

| rwetar=g(),

vilket bevisar pastdendet om f:s Laplacetransform.

Om man s vill, foljer nu (3.5) av inversionssatsen, men vi skall ge ett direkt bevis i detta
fall. Om t > 0 foljer av Jordans lemma (Lemma 1.2) (gor substitutionen z = —i(s — a))
att
. st _
Qll_l)l(;lo e g(s)e™ds = 0.
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Alltsé ger (3.6) att

1 a+18Q2
lim ——/ g(s)e”tds = f(t) for t>0.

Qo0 271 Ja—i

Om t < 0 foljer pd samma sétt att

lim | g(s)e*ds =0,

Q—00 F?z

och eftersom enligt Cauchys sats
/ g(s)etds ——/ g(s)e*ds = 0,
Ty Yo

ar 1 a+182
lim ——/ g(s)e’*ds =0 for t<O0.

Q=00 271 Ja—iQ

Exempel 3.1. Forutsittningarna i Sats 3.2 dr uppfyllda f6r rationella funktioner g(s) =

QJ(—%, dir grad P < grad Q.

Exempel 3.2. g(s) = —e -5 uppfyller forutsdttningarna i Sats 3.2. Den enda s1ngu1ar1te—
ten dr i origo, s& g(s) dr Laplacetransformen av

f(t) = Res;=0g(s)e™.
Nu ar

1 1 21
g(S)CSt — _6——%est___§ :_( 1)n —n.z :Esktk:
k=0 """

S .

S
o ) kn—

Koefficienten for s~ fis genom att summera alla termer med k = n, si att residun ar

=S -5 CR AR - sov)

o (n1)? (n!)?

Nista resultat meddelar vi utan bevis. En liknande sats finns i Folland, Theorem 8.5.



Tillimpningar av komplex analys och Fourieranalys 19

Sats 3.3. Antag att (1) F(s) dr analytisk for Re s > a, (2) |F(s)| < % for Re s > a,
dir a > 0, och |F'(s)| £ I?CI'IE for Re s > a, dir f > 1, eller (2') |F(s)] < FCF forRe s > a,
dir a > 1.

Dé ir F(s) Laplacetransformen av

L fotico F(s)eds, t>0
—_— 21 Ja—100 ) )
(3.11) fit) = { 0 <0,

Exempel 3.3. F(s) = %e“"/; (principalgrenen av +/s) uppfyller forutsittningarna (1)
och (2') i Sats 3.3 med godtyckligt a > 0 om ¢ > 0 (ty e~°V? gar mot noll fortare 4n varje
potens av |s| d& |s| = oo, Re s > a > 0). Om ¢ = 0 &r i stillet forutsdttningarna (1)
och (2) uppfyllda. Integralen i (3.11) kan berzknas med residukalkyl som i Folland, sid.
271-272. Resultatet &r att

(M

-%. t>0.

1) = —me %,
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Exempel 4.3. Hur ménga nollstéllen har P(s) = s* — s* +2s® + 1 for Re s > 07

Lésning. P& imaginiraxeln dr s = ww, och
P(iw) =1 — w* +i(w° — 2w°%) # 0.

Lat R vara s& stort att alla nollstillen i Re s > 0 upfyller |s| < R, och 13t s g& runt
konturen i figuren.

— Cr = {Ref":—gga
I = {s=iw:—-R<w

IN
AN

}
R}

Lat N vara antzﬁmlet nollstéllen i hégra halvplanet. Enligt argumentprincipen &r

. 1 1 1
N = 'Z‘;T'ACR—IH arg P(s) = %ACR arg P(s) — Q;AIR arg P(s).

Nu &r
Acgarg P(s) = A st 2 12
cratg P(s) = Agpargs’( —;_;_?4_;)_
1 2 1
= AcRargSS+AcRa.rg(1——;-{-;;-{-E):

1 2 1
= A 1—=4=4=).
51 + Acy arg( . + - + 35)

Eftersom kurvan z =1 — % + s% + s%, s € Cg, krymper mot punkten 1, d& R — oo, sa &r
I%I—I;I(}o Acy arg P(s) = 5.

Om I far beteckna den positivt orienterade imaginéraxeln, dr alltsa

5 1
N = 3 EA[arg P(s).
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Skissera kurvan z = z 41y = P(iw), och studera argumentvariationen d& w vixer frdn —oo
till +00. Vi har

Det &r viktigast att se pa y:s nollstéllen och tecknet p& y mellan nollstéllena samt pa vad
som hénder d& w — Foo. Viser att y =0 d& w = 0 och w = ++/2, vilket ger z = 1 resp.

z = —3. Kurvan z = P(iw) i stora drag:
TR AY
w=+v2
v w=0
Z3 1 Tx
—>r—c0

Eftersom ¥ — —oco d& w — +o00, och £ — 400 d& w — —oo, ser vi frén figuren att
arg P(iw) avtar fran 27, sig, till —3F, dvs Ayarg P(s) = —3m. Alltsd 4r

5 1
N=-——(-3r)=4.
5 27T( 3r)=4
Som en variant kan man rita kurvan z = P(s), d& s genomléper hela den slutna, positivt

orienterade, kurvan T'p = Cg — I for ett fixt (men tillrickligt stort) R. D4 fir man en

bild av ungefir fsljande utseende:
ANV

ﬁ\
%I
Man ser att kurvan gar fyra varv runt origo, dvs Ar, arg P(s) = 8w, och N = 4. Observera
att imaginédraxeln nu genomléps med avtagande w i stillet fér vixande som ovan. d

v
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Exempel 4.4. For vilka reella virden p& K # 0 saknar ekvationen

K

Grip@s—p 170

rétter i halvplanet Re s > 07

Lésning: Den givna ekvationen kan skrivas Hy(s) + 1/K = 0, dar

1
(s+12Bs—1)

Ho(S) =

Lat s ga runt samma halvcirkel Cr— I som i féregdende exempel. Funktionen Ho(s)+1/K
har en pol (s = 1/3) i hogra halvplanet. Enligt argumentprincipen géller att funktionen
saknar nollstédllen i Re s > 0 om och endast om

1
%ACR—IR arg(Ho(s) +1/K)=0—1= -1,

dvs
1 1
%ACR arg(Ho(s)+ 1/K) — %AIR arg(Ho(s) +1/K) = 1

for alla tillrackligt stora R. Eftersom kurvan z = Hy(s) + 1/K, s € Cg, krymper mot
punkten 1/K d& R — oo, giller att

Acparg(Ho(s)+1/K) =0 di R — co.

Villkoret blir alltsa .
%AI arg(Ho(s) + 1/K) = 1.

I ord uttryckt innebér detta att kurvan z = Ho(iw) +1/K, —c0 < w < oo, skall ga ett varv
runt origo. Sammanfattningsvis géller alltsa att Ho(s)+1/K saknar nollstilleni Re s > 0
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om och endast om kurvan z = Hy(iw), —00 < w < 0o, gr ett varv i positiv led runt (men
inte igenom) punkten —1/K. Léat oss studera denna kurva. Vi har

1 (1 =1w)?(=1=3w)
(1+iw)2(=1+3iw) (1+w?)?(1+9%?)
—1 — 5w? 4+ 1w(3w? — 1)

(14 w?)?(1 +90?)

z = z+iy= Ho(w) =

dvs
1 4 5w?

(Q +w?2(1 4+ 9u?)”
w(3w? —1)

(1+w?)?(149w?) "

=

Vi ser att z < 0 for alla w; y = 0 d& w = 0 och w = +1/4/3, och motsvarande z-virden &r
z = —1 resp. ¢ = —2. Studera y:s tecken mellan nollstillena, och notera att bade z och
y gar mot 0 d& w — +o00. Dessa observationer ricker for att kurvan skall kunna skisseras.
Man far foljande ungefirliga utseende:

y

1\*/N x

Man ser att de punkter —1/K p& realaxeln som omringas +1 varv av kurvan uppfyller
—1 < —=1/K < —2. Allts& saknar den givna ekvationen rétter i Re s > 0 om och endast
oml<K<% ‘ O

v

Anmirkning. Bilden avimaginéraxeln under avbildningen Ho(s) brukar kallas Nyquist-
diagrammet.

Ovningsexempel

1) Lat F(s) = P(s)/Q(s), dir P och @ &r polynom med grad P < grad Q). Antag att
@ endast har enkla nollstillen ay,...,an. Visa att F(s) ar Laplacetransformen av

Ui P((J,k) t .. .
t) =Y ———=e™". (Heavisides expansionssats)
f( ) k=1 Q,(ak)
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2) Anvind argumentprincipen for att bestimma antalet nollstéllen med positiv realdel
till féljande polynom.

a) P(s)=s*+5s®+2s+ 10.
b) P(s) =2s%+st+6s%+3s?+s4 L.

3) Avgor for vart och ett av f5ljande fall for vilka reella virden pd K som ekvationen
saknar rotter i Res > 0. Skissera ett 1ampligt Nyquistdiagram.

K

* (Ths +1)(Tes +1) +1=0,T, T3>0,
K(s+2)
I S —0
b) (3+1)(8_3)+1 ,
K
C) m—l—l:(j’
K(s+1) B
d) 82(3+4)(8+5)+1—0.
Svar.

2) a) Tva b) Tva
3) a) K>-1 b)K=0,K>2 c)-1<K<8 d)0<K <99



