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2 Ekvationer

Vi borjar med att diskutera vad en ekvation &r och vad det &génerella regler som
galler vid ekvationslosning. Vi tittar ocksa pa hur ekvatio kan dyka upp pa ett natur-
ligt satt vid problemldsning. Lésningsmetoder for nagnaetyav ekvationer kommer i
de foljande avsnitten.

En ekvation ar helt enkelt en likhet som (i regel) innehadlareller eventuellt flera
obekanta variabler. Vi tar nagra enkla exempel.

Exempel. Likheten 21— x = x— 3 &r en ekvation med en obekanOm det ar en enda
obekant i ekvationen sa brukar man ofta av tradition anvéodtataverx, men det gar

lika bra med vilken bokstav (symbol) som helst. Likhet®n- g = 1 &r en ekvation

med en obekant som hetgr

Likheten X+ 2y = 31 ar en ekvation som innehaller tva obekantahy.

Likheten 8= 5+ 3 &r en ekvation som inte innehaller ndgra obekanta utanretnba
mycket bekanta heltal. O

Det ar inte ovanligt att begreppen ekvation, formel och fiorkblandas ihop. En ek-
vation beskriver ett samband. Detta samband kan vara upfifyllla tillatna varia-
belvarden, i sa fall talar man om éatentitet | annat fall ar man ofta intresserad av de
specifika variabelvarden for vilkka sambandet uppfylls, dwan ar intresserad av att
|6sa ekvationerEn formel &r ett uttryck som oftast innehaller symboleriahaler) och

i vilket man kan satta in olika variabelvarden. Funktiorgieppet diskuteras ingaende
senare i kursen. Har kan vi ndja oss med att sdga att en furkaio ges av en formel,
men behover inte gora det, och att en ekvation ofta har forinerg, dar f ochg ar
funktioner.

Nedan listar vi ndgra ord som pa ett naturligt satt hor sammeah begreppen ekvation,
formel och funktion:

ekvation satta in, obekant, |6sa, l16sa ut, I16sning, I6sningsmaragdfalsk rot, ekviva-
lenta;

formel variabel, sétta in;
funktion satta in, variabel, varde, funktionsvarde, beraknastélle, graf.

Givet en ekvation med en obekatgager vi att talea aren I6snindill ekvationen om
ekvationen omvandlas till en sann likhet mellan tal da viesdh x = a. Att I6saen
ekvation innebar att bestimma dess ldsningsméangd, d & slatdess l6sningar, eller
motivera att I6sning saknas om sa skulle vara fallet. Oftenan intresserad av alla
I6sningar inom en viss talmangd, tex alla reella 16sningha, positiva |6sningar, alla
heltalslosningar etc. Om inget annat sags letar vi eftdlar&&sningar.
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Exempel. Talet 12 ar I6sning till ekvationen 21x = x— 3, eftersom 21+ 12= 12—
3=09.

Talet 2 ar 16sning till ekvationené — x3 — 2x% — 2x— 12 =0, darfor att 22% — 23 — 2.
22_-2.2-12=32—-8—-8—4—12=0. Genom att konstatera detta har vi dock inte
|6st ekvationen, eftersom den har fler [6sningar. Vi har @ts l16st ekvationenR da

det finns en reell 16sning till, namllgené. Déaremot ar 2 den enda I6sningeh.i

Taletarr &@r en l6sning till ekvationen sin= 0 om och endast om (precis n@¥ 7Z.
Ekvationenx? + 2 = 0 saknar reella |6sningar, eftersorh> 0 for alla reellax.

Ekvationenx? + 2x+ 1 = (x+ 1) &r en identitet, d vs dess losningsméangd &r fela
O

Nar man inte har metoder for att I6sa en ekvation far man nigjaned att visa att

det finns (alternativt inte finns lI6sningar), att det finnsvetst antal I6sningar, att de
har vissa egenskaper etc. Ibland visar sig detta varachligt, t ex kan det racka med
att veta att en ekvation har en enda I6sning och att dennasitiypatan att man ar
sa intresserad av exakt vad losningen &r. En sak som man @ftar gtt lokalisera

I6sningarna, dv s bestamma relativt sma intervall som iéhehvarsin 16sning. Vid

behov kan man sedan anvanda numeriska metoder for att féenarden.

Givet en ekvation med tva obekantay sager vi att talpareta, b) &r en I6sningtill

ekvationen om ekvationen omvandlas till en sann likhet amefal da vi satter ix =
a, y = b. Att I6saen ekvation innebar aterigen att hitta alla I6sningarretietivera
att I6sning saknas om sa skulle vara fallet.

Exempel. Talparet(1,14) ar en ldsning till ekvationenx3+ 2y = 31, eftersom 31+

2-14= 3+ 28= 31. Ekvationen har oandligt manga I6sningar, talpéxst), dérx =
31-3a

ay > ar en l6sning for alla reella. (Om vi laterx sta kvar som variabelnamn
och skrivery = == sager man att malist ut y i termer av xellermed hjalp av
X). O

Tva ekvationer kallagkvivalentaom de har exakt samma I6sningsméangd.

Exempel. Ekvationernax— 1 = 0 och(x— 1)? = 0 &r ekvivalenta, eftersom bada har
en enda l6snings = 1.

Ekvationernax? = —1 och sink = 2 ar ekvivalenta iR, eftersom bada saknar reella
I6sningar.

Ekvationernax(x— 1) = xochx— 1 = 1 &rinte ekvivalenta. Den andra har som enda
I6sningx = 2, medan den forsta har I6sningasga= 0, X, = 2.

Ekvationernax — 1 = 1 och(x— 1)2 = 1 &rinte ekvivalenta. Den forsta har l6snings-
mangden{2}, medan den andra har I6sningsméangges: 0, X, = 2. O
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| ett av exemplen visade det sig att man tappar en rot vid ftmktg medx. Det sista

exemplet visar att en ekvation som fas ur en annan medeldréwiag inte nodvan-
digtvis ar ekvivalent med den givna. | den kvadrerade ekwatn dok en sk falsk rot
upp. Det ar mycket viktigt att kanna till vilka operationeamfar utféra éver en ekva-
tion sa att dess l6sningsmangd bevaras, och minst likagvikti veta vilka operationer
som kan leda till forlust av I6sningar, alternativt uppkarmae falska I6sningar.

Operationer som alltid leder till en ekvation ekvivalentdrden givna ar:

1. addera av samma tal/uttryck till bada sidor av likheten;
2. multiplikation/division av bada leden med ett tal/uttkyskilt fran O

3. forenkling av de tva sidorna av likheten var for sig.

Vanliga operationer som kan leda till forlust av I6sningdiernativt uppkomst av fals-
ka l6sningar, ar:

1. forlangning/férkortning med uttrycgom skulle kunna vara lika megl 0

2. kvadrering av bada leden.

Ett satt att gardera sig mot falska l6sningar &r att satteeiRahdidater till I6sningar
man fatt i den ursprungliga ekvationen och helt enkelt kalata att den verkligen
omvandlas till en sann likhet. Det ar svarare att garderansigférlust av [0sningar. Vi
aterkommer till &amnet i senare avsnitt.

Vad ska man da ha ekvationer till? En ekvation anvander nits@aill att beskriva ett
samband. Ofta innehaller den ndgonting som ar obekant odmganfall &r malet just
att bestamma vad denna obekanta storlek ar. | andra fallibeskkvationen nagot
objekt, sa tex ay = 2x+ 3 ekvationen for en rét linje, d vs punkterna med koordinater
l6sningarnax, y) till denna utgor en linje. Vi tar en titt pa nagra exempel palgem
som man kan ha nytta av en ekvation for att I6sa.

Exempel. Kal har en storasyster som heter Ada. Skillnaden pa dem i didika
manga ar som Kal fyllde for 3 ar sedan. Ada ar 21 ar gammal. ldonrgal ar Kal?

Losning. Vi betecknar Kals nuvarande alder medSkillnaden mellan deras alder &r
da 21— x och for 3 ar sedan fyllde Kal— 3. En ekvation som beskriver sambandet ar
alltsa 21— x = x— 3. O

Exempel. Vi soker nu ett tal med den “magiska” egenskapen att om man Kvadra-
ten av talet subtraherar talet sjalv sa far man exakt 1. Vikéalet?

Losning. Vi betecknar det okénda talet mgdSubtrahera talet sjalv ifran kvadraten
av talet arg? — g och detta skulle bli 1. Alltsa far vi ekvationgg — g = 1. O

4



Exempel. Beda &r i godisaffaren for att kdpa l6rdagsgodis. Hon kdopéka&lana
chokladkakor och 2 likadana tablettaskar. Hon betalar ®hdar. Hur mycket kostar
chokladkakorna respektive tablettaskarna per styck?

Losning. Vi betecknar priset pa chokladkakan medch priset pa en tablettask med
y. Det totala priset pa Bedas l6rdagsgodis blir d&-2y. Hon betalade 31 kronor sa
vi far alltsa ekvationen:8+ 2y = 31. O

2.1 Forstagradsekvationer

Vi ska nu titta pa hur man I6ser dikjara ekvationer

Man sager att en ekvation &njar de obekanta endast forekommer som forstagrads-
termer, dvs om det enda man gjort med de obekanta ar att maiplcelat dem med

tal och sedan adderat eller subtraherat de olika termermhvas@ndra och med tal.
Linjara ekvationer kallas ocksa for forstagradsekvatione

Exempel. Ekvationen 21- x = x— 3 ar linjar for den enda obekanta variabelhar
bara adderats och subtraherats med tal. Samma sak galx-f&y = 31 dar de tva
obekanta bara multiplicerats med tal.

Daremot &r ekvationeg? — g = 1 inte linjar da den obekanta variabghér har multi-
plicerats med sig sjalv. Inte heller ekvationgn= 1 ar linjar da man har multiplicerat
de tva obekanta med varandra. O

Linjara ekvationer ar det enklaste som finns att I6sa. Vidoamed att titta pa linjara
ekvationer med 1 obekant som vi (av tradition) kakka6trategin ar enkel: samla alla
termer som innehaller pa en sida och alla tal pa den andra.

Exempel. Viloser ekvationen 21 x = x— 3:
21 - X=X—3<= (21— X)+X= (X—3) + X <= 21=2X— 3 <

21+3:(2x—3)+3<:>24:2x<:>2—24:%)(<:>12:x.

Har betyder dubbelpiler—=- att ekvationerna ar ekvivalenta, dvs har exakt samma
I6sningsmangd. Vi ser alltsa att den givna ekvationen hasreta |6sning, namligen
x = 12. (Darmed vet vi alltsa att Kal ifran exemplet i forra awsetiar 12 ar gammal.)

Vi l6ser nu ekvationen 24+ x = x—3:
214+ X=X—3<= (214+X) —X=(X—3) =X <= 21=-3.

Har forsvannx och kvar fick vi bara orimligheten 2% —3. Ingetx i varlden kan fa
den likheten att gélla, alltsa saknar ekvationen I6sning.
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Avslutningsvis loser vi ekvationen £2(x—3) = 15—x:
12— (x—3) =15—x<=12—Xx+3=15—x <= 15—x=15—x <= 15=15.

Denna sista likhet galler uppenbarligen alltid, sa till darekvation ar vilket reellt tal
x som helst en I6sning. Den har alltsa oandligt manga I6sninga O

Vi sag i exemplet ovan att en linjar ekvation med 1 obekantleuma 1, O eller oandligt
manga lésningar. Vi ska visa att detta faktiskt &r de enddigh@&terna som finns. En

linjar ekvation med en obekant kan aIItidafbrenkIas tillfenax=b. Oma+# 0 ar
det enda talet som satisfierar ekvatiomen —, d vs ekvationen har som det heterik

I6sning. Oma = 0 ochb = 0 sa &r varje reellt tal 16sning till ekvationen, eftersom
0-x = 0 for alla reellax. | det fallet har ekvationen oandligt manga l6sningar. Den
sista mdjligheten ar agt= 0, menb # 0. | det fallet finns ingen I6sning, eftersam=
0-x= 0+ bfor alla reellax.

Vi ska nu titta pa en linjar ekvation med fler an 1 obekant. Hiuskrategin att valja ut
en av variablerna att I6sa ut (fa ensam pa ena sidan) pa saathsas vi gjorde med
X ovan.

Exempel. Vi loser ekvationen 8+ 2y = 31 genom att |0sa wt

31-3
X+2y=31<= (3X+2y) —3X=31-3X<=2y=31-3K<=y= 5 X

Har ser vi att for varjex vi valjer sa far vi precis ety namligeny = (31— 3x)/2. Vi far
alltsa oéandligt manga I6sningar. Tva av dessgér5,y = 8 ochx = 6,y = 13/2. (Vi
paminner om att talparet= 5,y = 8 arenlésning.)

Denna ekvation var ju den vi fick i forra avsnittet da Beda kdgtt antal chokladkakor
och tablettaskar. Vi ser nu nar vi I0ser ekvationen att dit fimns unik ldsning och
darfor racker inte informationen till att rdkna ut vad gaatikostar per styck. O

Om man har en linjar ekvation med fler &n 1 obekant sa far méd alindligt manga
I6sningar (eller ingen 16sning alls om alla obekanta famaeir vid forenkling).

2.1.1 Ovningar

2.1.1 Los foljande ekvationer.

a) 32-x) =—(1+2X) b) 3(5—3x)—2(4—x) = 10



c) 35-3x)—2(4—x)=7—7x d) 3(5-3x)—2(4—x)=6—7x

RS FIOES

2.1.2 Los uty i foljande ekvationer.

a) 32—x)=—(1+y) b) 3(5—3y)—2(4—x) =10+2y

2.2 Andragradsekvationer

En andragradsterm ar en term i vilkken den/de obekanta ria#ipts med varandra
och med tal s att det sammanlagda gradtalet &r tvd, tex?a8@; 22 andragrads-
termer, medamy?, x2y? inte &r det. En ekvation i vilken den/de obekanta férekommer
endast som forsta- och andragradstermer kallaanelnagradsekvationl det har av-
snittet ska vi arbeta med andragradsekvationer med en nbeka

Aven andragradsekvationer forenklas genom att man addéearsubtraherar samma
tal till bada sidor av ekvationen, multiplicerar eller dieirar bada leden med taj40),
eller gor omskrivningar. Syftet med férenklingarna och &ningarna ar att fa en
ekvation som man klarar av att I6sa och som ar ekvivalent neacyd/na.

De enda andragradsekvationerna man kan l6sa direkt ar dén@otill den enklaste
typen,x? = d dard &r ett positivt tal. Vi har ju att/d &r det positiva tal vars kvadrat &r
d, (vd)?2=domd > 0. Eftersom det ocksa géller dtt+/d)? = d s& har ekvationen
de tv& Iésningarna/d och —/d. Att det inte kan finnas fler I6sningarna aterkommer
vi till lite 1angre fram. T ex har ekvationex? = 9 de tva [6sningarng, = v/9 = 3 och

Xo = —3. Omd skulle vara lika med 0, far vi endast I6sninges: 0.

Exempel. Forhallandet mellan de tva sidorna i en rektangel ar 2:3. @rtskdan ar
10 m &r allts& I&ngsidan 15 m. Vi skall bestdimma sidlangdedrerean ar 54 fn

Lésning. Om kortsidan &r @ m s& ar langsidanaBm och arean & m?. Allts& skall
a vara l6sning till &% = 54. Division med 6 ges? = 9 vars I8sningar &ar 3 och-3.
Endast positiva I6sningen kan vara relevant sa rektaryelsa ar 6 respektive 9 ni

Vi klarar nu ocksd av att I6sa andragradsekvationer av tygens)? = d dard &r ett
positivt tal. Har &x — s ett tal vars kvadrat &l. D& arx—s= /d ellerx—s= —/d.
Lésningarna till(x — s)? = d &r séledes

X, = s++vd och x, = s—Vd.

Exempel. Ekvationen(x — 2)2 = 9 har de tva lésningarna som gesxav2 = /9= 3
ochx—2=—/9= —3. Alltsd &rx; = 5 ochx, = —1. O
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Exempel. Langsidan i en rektangel &r 6 meter langre an kortsidan.dBesidlang-
derna d& arean &r 55°m

Losning.

Antag att kortsidan &k m. D& ar langsidax+ 6 m
och arearx(x+ 6) m?. Vi sdker séledes en I6sning till
ekvationerx(x+ 6) = 55. Utveckling ger

46
X(X+ 6) = 55 <= x*+ 6x = 55,
Figur 1: Rektangel med sidorma

Genom att addera 9 till vansterled8tr 6x blir uttryc-  °"**°

ket en jamn kvadrat
X2 4 6x+9=x2+2.3x+ 3% = (x+3)2.
Vi adderar darfor 9 till bAda sidor av ekvationen och far

X(X+6) =55 <= x?+6x=055<= x?+6x+9=55+9«= (x+3)2=64
<= Xx+3=8 ellerx+3=-8«=x=5 eller x=-11

Eftersom endast positiv 16sning ar mojlig sa faxv= 5. Sidorna ar med andra ord 5
respektive 11 m. O

Metoden i det sista exemplet kallagadratkomplettering
Genom att addera en kvadrat med arean®dyir vi om
rektangeln till en kvadrat med sidan- 3. Rektangeln har
arean 55 rf, kvadraten har arean 64°m

P& samma satt kan man kvadratkomplettera alla an: v 7373
dragradsuttryck. Uttrycket z+6

Figur 2: En kvadrat med sida

X2+ 2rx = X(X+ 2r) 3 laggs till

kan ses som arean av en rektangel med sidaroeh x4+ 2r. Genom att addera en
kvadrat med sidan erhdller man en kvadrat med sidas-r.

Rent algebraiskt betyder kvadratkomplettering att vi, gi-
vet ett uttryck pa formen? + bx, forsoker hitta ett tal vi
kan addera, sa att summan blir en jamn kvadrat. Eftersom z

(X+5)2 = X2+ 2sx+ 52, far vi att 23 maste vara lika med
2

b och ratt tal att addera a%

T r’r
T+ 2r

Figur 3:En kvadrat med sida
laggs till



Med hjalp av kvadratkomplettering héarleder vi nu en valk&ominel for I6sningarna
till vilken andragradsekvation som helst. Vi ska forstigta ekvationer dar koefficien-
ten framforx? ar lika med 1.

X4 px+gq=0 < x°+2. -

— X212 (
— -0

— x+E \/ g) —q eIIerx+——— (g)z—q

som ger:

. P\ 2 .
Andragradsekvationex? 4 px+-q = 0 har for (§> —qg > 0l6sningarna

R R S(G

Resultatet ovan har du sékert anvant manga ganger. Oftes slat medenformel:
__Pp P2 _
x=—3+\/(3) -

Den &r inte svar att memorera, men minnet blir latt diffuseegtt tag. Darfor ar
det betydligt battre att kunna kvadratkomplettera och pdviet komma fram till
I6sningen utan att anvanda formeln. Kvadratkomplettegingessutom en metod som
anvands i flera andra sammanhang och har ett varde i sig. @etkar praktiskt vid
kalkyler men man bor alltid ange de tva rotterna separat.

Exempel. Vi I6ser tva andragradsekvationer genom att anvanda formieprecis
harledde.

a Ekvationen + 6x+5 = 0 har rétterna
X0 =—3%4/(-3)2-5=-3+V9-5=-3+V4=-3x2

dvsxy = —-3+2=-1ochx,=-3-2=-5.

b Om man vill anvanda formeln ovan nar koefficienten frami®rinte ar lika
med 1 (men ar skild fran 0), maste man forst dividera med desffikgenten.
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Ekvationen 6+ 3x — 4x? = 0 har koefficenten-4 framférx?, s for att anvanda
formeln maste vi forst dividera med4 vilket ger

3 3
2
—ix-Z=o0
X 4X 5

Denna har ldsningarna

L3, (3.3 3, 9+96 3 \/105
12= g+ 8 \/64 *\ s

Alltsa &rx; = (3+1/105)/8 ochx, = (3—1/105)/8 ]

Vi ska nu harleda en formel som ger andragradsekvationesmn@ar i det allman-
na fallet, samt diskutera hur man latt kan bestdmma aneddiarlosningar. Betrakta
ekvationen

ax’+bx+c=0, dara#0.

Division av bada leden meal+# 0 och kvadratkomplettering ger ekvationen

242 Co (xR 2—IO—ZJFE—O
a a 2a 4a2 " a

x+b 2_b2—4ac
2a)  4a?

Uttrycket D = b? — 4ac kallas ekvationens diskriminardch dess tecken avgdr hur
manga reella I6sningar den givna andragradsekvationenFbaratt ekvationen ska
ha reella ldsningar méaste hégerledet ovan vara icke-négBftersom namnarenad
alltid ar positiv, betyder det att ekvationen har reellaniagar om och endast o =

b? — 4ac > 0. Vi sammanfattar:

som ar ekvivalent med

Andragradsekvationeax’ + bx+ ¢ = 0 har

tva olika reella Iésningar om och endast @m= b? — 4ac > 0;
en reell [6sning om och endast din= b — 4ac = 0;

inga reella l6sningar om och endast @m= b? — 4ac < 0.

Lat oss titta igen pa uttrycket vi fick genom att kvadratkoetigra

2ibc (b > b?—4ac
a a 2a 4a2
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For D > 0 kan vi anvanda konjugatregeln for att faktorisera, ochafidrden givna
andragradsekvationen ar ekvivalent med

2a 2a 2a 2a -

Eftersom en produkt endast blir noll da en eller flera av fedtma ar lika med noll,
kan vi avlasa andragradsekvationens losningar. (Vi sesd@akt det inte kan finnas fler
an tva lésningar.)

Andragradsekvationeax? 4+ bx+ ¢ = 0 har férD = b® — 4ac > 0 de reella
|dsningarna

—b++vb?—4ac —b—vb?—4ac
X1 = 2a och X = %2 )

For D > 0 ar de tva reella I6sningarna olika och den faktoriseradetinen har
utseendefx — x;) (X — xz) = O; for D = 0 far vi samma I6sning tva ganget; (= x)

och faktoriseringen geix — x1)? = 0. Det finns anledning att betrakta den enda reella
I6sningen som tva reella I6sningar som rakar sammanfalin Béiger att ekvationen
for D = 0 har endubbelrot eller, vilket &r samma sak, att i det fallet hamultiplicitet

tva

Om man far en ekvation dar faktoriseringen redan ar gjordsfiseet ingen anledning
att utveckla uttrycket for att sedan anvanda kvadratkottgsiag eller nagon l6snings-
formel. Man kan i det fallet avlasa l6sningarna direkt.

Exempel. Ekvationen(x— 1)(x+ 3) = 0 har de tva losningarng = 1 ochx, = —3.
Detta forklaras alltsa av att en produkt av tva tal & 0 om ngtisav talen ar 0, men
inte annars. Produktefx — 1) (x+ 3) ar 0 precis d& — 1= 0 ellerx+ 3 = 0 vilket ger
de tva lésningarna.

P& samma sétt ser vi att ekvationeént- px = 0 har de tva I6sningarng = 0 och
X2 = —p, eftersomx® + px= X(x+ p). O

Notera att ur faktoriseringen foljer

b c
X1+Xo = Y X1Xp = a

2.2.1 Ovningar

2.2.1 LBs ekvationerna
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a) X°+3x—4=0 b) 3+2x—x?=0 c) 2%=34Xx

d) X+7x°=0 e) & +9=1X f) 5x°4+3x=1
2.2.2 Kvadratkomplettera

a) X +4x+1 b) 4x?—36x+100 c) 3—1X%—x?
2.2.3 Faktoruppdela (med reella tal)

a) X¥°+x—6 b) 8—6x— 2%

c) X¥*—x—1 d) X*+x+1
2.2.4 Bestam en andragradsekvation med rotterna

a) 2och-5 b) —31 och3 c) 1++v5och1-+/5

2.3 Ekvationer som leder till andragradsekvationer

En del ekvationer kan dverforas till en andragradsekvag@mom en omskrivning av
nagot slag. Det ar dock viktigt att tinka sig for nar man goskrivningar. Som vi
har noterat tidigare kan det namligen intraffa bade att nkapar nyaalskalésningar
(falskarotter) och att man tappar bort I6sningar.

Om en ekvation multipliceras med en faktor, som innehalisr dbekanta variabeln,
kan man fa nya lésningar. Ekvationéx— 1)(x—2) = 0 har lésningarna; = 1 och
X2 = 2. Om vi multiplicerar meck — 3 far vi ekvationen(x — 1)(x— 2)(x— 3) = 0 som
har ytterligare en, namligexs = 3.

P& samma sétt leder ofta division till att I6sningar tappas. EEkvationern? + 4x = 0
har I6sningarna; = 0 ochx, = —4. Division medx leder till ekvationermx+4 = 0,
I6sningenx; = 0 har tappats bort.

Det ar darfor viktigt att préva de erhallna rétterna i denrgivekvationen och, natur-
ligtvis, tanka sig noga fér d& man dividerar med en faktor sumehaller den obekanta.
Man ska alltid stalla sig fragan: Nar ar det jag dividerar rlikd med 0? Ett gott rad
ar att inte foérkorta med annat an tal. Om man se en gemensdar faktla termer kan
man istallet flytta dver alla termer till ena ledet och brytalen gemensamma faktorn.

For ekvationer som innehaller rationella uttryck ar det ea ilé att skriva alla ut-
tryck med minsta gemensamma namnare. Om man férlanger nmedesieensamma
namnaren géller det att vara medveten om att detta kan untevd falska rotter.

. 8
Exempel. Vi loser ekvationerx— —— =0
X+2

12



Losning. Ekvationen innehaller ett rationellt uttryck och vi multgerar darfor med
namnarerx 4+ 2. Lésningarna till den nya ekvationetix + 2) — 8 = 0 bestdms med
kvadratkomplettering:

X(X+2)—8=0 = X+2xX=8<=x>+2x+1=9
— (x+1)2=9<=x,=-1+3.

Losningarna ar allts&; = 2 ochx, = —4. Vi prévar dessa i ursprungsekvationen och
finner att bada ar korrekta. (Eftersom vi multiplicerade med2 ar enda mojliga
falska roten—2. Kontrollen var logiskt sett 6verflédig, men man ladltid kontrollera
genom insattning. Det ar ocksa ett satt att upptacka rakpefe O

Vissa ekvationer, som innehaller rottecken kan éverféithen andragradsekvation
genom att de bada leden kvadreras, eventuellt upprepadeigdretta bygger pa att
om a ochb &r positiva tal octb = \/a s& arb? = a. Notera att onb &r ett negativt

tal ochb = —/a s &r ocks&? = a. Den kvadrerade ekvationdw@n darmed ha fler

I6sningar &n den givna.

Exempel. Vi l6ser ekvationen,/2x+ 143= x.

Losning. Vi noterar forst att eftersom/2x+ 143> 0 s@ maste > 0. Bada leden
kvadreras. Den nya ekvationer 2 143= x? skrivs om till

X2 —2x—143=0.

Denna har losningarng » = 1+ +/144= 1+ 12. Rotenx; = 13 &r rot till givna ek-
vationen eftersom/2-13+ 143 = /169 = 13. Daremot &, = —11 enfalsk rot
eftersom vi redan fran bérjan noterade att det ar nodvarmdigt> 0. Denna falska rot
fas p g a kvadreringen och ar losning §jf2x + 143= —x. O

Exempel. Vi l6ser ekvationen 3 v/x2 4+ 5= 2x.

Losning. For att vid kvadrering bli av med ett rotuttryck sa mastealgtira ensamt pa
ena sidan i ekvationen. Vi skriver darfor ekvationen sgr? + 5= 2x— 1 (och noterar
att eventuella l6sningar maste uppfylle21 > 0). Kvadrering gex? + 5= (2x— 1)?
som utvecklas tilk? +5 = 4x2 — 4x+1,dvs

3% —4x—4=0.

Losningarna &k; = 2 ochx, = —2/3. Nu maste prévning ske genom insattning i den
givna ekvationen, ellenellre genom prévning i ekvationex2 +5 = 2x— 1, varvid
endast tecknet behéver proyastersomy? = p <= q= vpellerq=—/p:.

Forx, = 2 far vi hdgerledet

HL=2x-1=2-2-1=4—-1=3>0,
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sax; = 2 ar en lésning till den givna ekvationen. For att upptacka eveltd raknefel
kan vi kontrollera aven véansterledet. Vi far

VL=1vx24+5=4+5=/9=3
vilket bekraftar attx; = 2 ar en lésning till den givna ekvationen.
FOrx, = —2/3 far vi
2
HL=2-(—-<)—-1<0
( 3) <y,

alltsa arx, = —2/3 en falsk rot.

Svar. Ekvationen har roter; = 2. O

Flera olika typer av ekvationer, t ex fijardegradsekvaticsoen saknaxk- ochx3-termer,
vissa ekvationer som innehaller rotuttryck och en del ankam Overforas till an-
dragradsekvationer med lampligabstitutioner

En fjardegradsekvation som saknaochx3-termer, d v s en ekvation pé for-
men
ax* + b +c=0,

kan med substitutionexf =t dverféras till en andragradsekvation tor

at? +bt+c=0.

For varje icke-negativ 16sningill denna andragradsekvation far vi for fjardegradsekva-
tionen de reella I6sningarna » = £/, ty X% =t.

Exempel. Vi I6ser ekvationen* — 20x° 4 64 = 0.
Losning. Sattx? = t. DA fast? — 20t + 64 = 0 som har lésningar

t12=10£+v100—-64=10+6, dvst; =16 ocht; =4.
Eftersom vi satte = x?, s& far vi attx> =t; = 16 gerx; = 4 ochx, = —4, samt att

X% =ty = 4 gerxz = 2 ochxy = —2. Ekvationernx* — 20x? + 64 = 0 har alltsa fyra reella
I6sningar och de ar,4-4,2 och—2. d

Ibland &r det enklast att I6sa en ekvation som innehalléeckén med hjalp av en
substitution.

Exempel. Vi l6ser ekvationerx+ /x = 6.
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Losning. Satt,/x = t. D& fast? +t = 6 vars losningar &r

1 /25 —-1+£5
ip=—5=% i , saty =2 ocht, =-3.

2 2

Vi sattet = /X, sd/X=t; = 2= x=4, medan/Xx =t, = —3 &r orimligt.
Den givna ekvationen har en enda |6snixg; 4. OJ

2.3.1 Ovningar

2.3.1 L&s ekvationerna.
a) x+3=4.x1 b) x+9x1=12 c) 3Hx?=x1

2.3.2 LOs ekvationerna.

1 1 1
a —+——=1 b) x+14+——=0
) x+x+l ) X+ +x+1

2.3.3 LOs ekvationerna genom kvadrering.

a) X—6= /X b) x+1=vX+5  ¢) x—2=+X2—4x+5
d) 3+vX2—6x+9=2x e) x+2,/Xx=38

f) Vx+132=x 9) VX+1.v/x+6-—x=3

h) 2X+vVx24+x=1 ) VX+3=vX—2+vx-5

2.3.4 LOs ekvationerna.

a) X*-7x*+12=0 b) 1225-742+x*=0
c) X*-x*—-12=0 d) 242 =72+2x*
e) 6¢=7x+3

2.3.5 L8s ekvationerna med substitution.
a) Xx—6=/X b) x+6y/x=1 c) x+2=3yX
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2.4 Linjara ekvationssystem

Ettekvationssystedr ett antal ekvationer med (oftast) flera obekanta som nidisa
samtidigt, d vs man vill hitta alla varden for de obekanta sqpfyller alla ekvationer
samtidigt. Precis som for enskilda ekvationer finns ettlaogarationer som garanterat
leder till ekvationssystem ekvivalenta med det givna, dkwgonssystem som har
exakt samma I6sningar som det givna. Dessa operationer ar

1. Omkastning av tva ekvationers ordningsfoljd;
2. Multiplikation av en ekvation med tal skilt fran 0;

3. Addition av en ekvation multiplicerad med ett tal till emne@n ekvation.

Man kan anvanda sig av dessa operationer for att forenklaoowrbeta vilket ekva-
tionssystem som helst. Det visar sig att de ar tillrackligadtt I6sa en speciell typ
av ekvationssystem, namligénjara sadana. Ett ekvationssystem kaliagirt om al-
la ekvationer det bestar av ar linjara, dvs de obekanta fineker endast i form av
forstagradstermer.

Nar man skall I6sa ett sadant system forsoker man med hjabpesationerna listade
ovan skaffa sig en ekvation, som endast innehaller en olbekidin man val har lost
denna kan man satta in vardet i en av ursprungsekvationemadea for den and-
ra obekanta, om det ar tva variabler. Om det ar fler &n tva bimidar man upprepa
forfarandet for en annan obekant. Metoden kattasiss eliminationsmetoéller eli-
minationsmetoden

Exempel. Los ekvationssystemet

3X+2y=5
7X+3y=1.

Metod 1: (SubstitutionsmetodeMan kan I6sa uk i den forsta ekvationen och fa

_o Y

X="3

N&r man satter in detta (substituerar) i den andra ekvatié@eman
5-2
7- 3 +3y=1<=35-14y+9y=3<«= 32=5y

och darmeg/ = 32/5 ochx = (5—2y) /3= —13/5.

Metod 2: (Eliminationsmetodemlultiplicera (for att eliminerax) de givna ekvatio-
nerna med 7 respektive3 och addera den nya forsta ekvationen till den nya som ar
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pa andra plats:

—2Ix— 9y = —3
By = 32

{ 21x+ 14y = 35

Har far many = 32/5, som insatt i en av de givna ekvationerna (vilken som hgkst)
x= —13/5.

Svar: Vi far [6sningenx = —13/5 ochy = 32/5

Anmarkning 1. Eliminationsmetoden &r att foredra, eftersom den lediemir sys-
tematiska I6sningar och &r enkel att anvanda &ven for mystkea linjara ekvations-
system, dvs ekvationssytem som bestar av manga linjaraiekgamed manga obe-
kanta.

Exempel. Los ekvationssystemet

X+ y+2z=1
X+4y+ z=-1
3X+2y+ z=3.

Vi inleder med att lata ekvationer 1 och 2 byta plats; sedanieérasx ur alla ekva-
tioner utom den nya forsta genom att man multiplicerar demfiiysta ekvationen med
(—4) och adderar till den nya andra ekvationen, samt 1fie®) och adderar till den
tredje:

IX+ y+2z=1 X+4y+ z= -1
X+4dy+ z=-1 <& —15y—2z2=5
3X+2y+ z=3 —10y—2z=6.

. . . . 1 .
Nu multiplicerar vi den tredje ekvationen medé och later den byta plats med den
andra:

X+4y+ z=-1 X+4y+ z=-1
—15y—2z2=5 & Sy+ z=3
—10y—2z=©6. —15—2z=>5.

Vi kan nu elimineray ur den sista ekvationen genom att multiplicera den andra3ned
och addera till den sista:

X+4y+ z=-1 X+4y+ z=-1
Sy+ z=-3 & Sy+ z=-3
—15y—2z="5. z=—4.
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Ur den sista ekvationen far vi att= —4. Vi séatter in i den andra och far ayt=
—-3+4

° 1
attx = —. [l
5

=z Slutligen satter vi in vardena fgroch zi den forsta ekvationen och far

Anmarkning 2. | det forsta exemplet ovan galler att:

3X+2y=5 3X+2y=5
x+3y=1 5y=32

dar det hogra ekvationssystemetrdangulart, d vs koefficienterna fox ochy som ar
skilda fran noll bildar en triangel. Nar ett system ar triakégt, sa ar en av de obekanta
redan eliminerad i sista ekvationen, sa systemet ar foitbénelosning. | det andra
exemplet efterstravades ocksa en triangular form, avdadkabppstegsform

Anmarkning 3. Det spelar ingen roll vilken av variablerna man eliminerarst.
Man kan borja med den som man tycker leder till de enklastgakin. Variablerna
kan ha andra namn &wochy, tex ar det vanligt att man anvander sig av index om det
handlar om stora ekvationssystem med manga obekanta. kwettienssystem med
hundra obekanta heter de typisitXo, . .., Xg9, X100

Exempel. Los ekvationssystemet

3X+2y=5
6x+ 4y =9.

Lésning. Multiplicera (for att eliminerax) den forsta ekvationen med2 och addera
till den andra:

—6x—4y = -10
6x+4y = 9
0 = -1
Har far vi en motsagelse som betyder att ekvationssystemkats |6sning. O

Anmarkning 4. Geometriskt motsvarar den linjara ekvationex+ by = ¢ en rat
linje. (Har ara, b, c fasta parameter ochy variabler). Ett system av tva sadana linjara
ekvationer motsvarar alltsa skarningspunkterna mellaméta linjer. Detta har darmed

e enldsning om de rata linjerna &karande

e ingenldsning om de rata linjerna grarallella (och olika),

18



¢ oandligtmanga lésningar om de réata linjereammanfaller

Hade vi istallet betraktat ett linjart ekvationssystem riredkvationer och tva obekan-
ta hade det rort sig om att hitta skarningspunkterna mel&arata linjer. Man férvantar
sig inte att ett sddant ekvationssystem ar I6sbart. Deteskioick ocksa kunna ha en
entydig I6sning, om alla linjerna &r olika och gar genom enkppeller oandligt manga
I6sningar, om de tre linjerna sammanfaller.

Det visar sig att ett linjart ekvationssystem har ingen, aik,ueller oandligt manga
I6sningar oavsett antalet ekvationer och obekanta.

2.4.1 Ovningar

2.4.1 LOs ekvationssystemen.

a) { 2x+3y=10 b) { 3x—2y=10 0 { 2X+3y=2

2X—y=06 X+y=>5 7X+5y = —4

d) X—-2y=3 e) SX+y=3
x—6y=28 10x+2y =6

f 15s+ 14t =59 ) 1/x+1/y=5/6
12535 =1 9\ 1x-1/y=1/6
6X+5y+z=45 2X—y+z=20,1

h) SX+2y—z=23 i) X+y—z=99
13xX—7y+z=6 3x+2y+8z=30,4
a+2b+c=3 X+2y+2z2=3

j) a—b+2c=2 K) IX+y+2z=7
3a—2b+c=-3 SX+4y+2z=0

2.4.2 En person som tillfrdgades om sin alder svarade: "For 9 aarsemr jag 26
ganger s& gammal som min son, men om 2 ar blir jag blott 4 g&#ggammal.”
Hur gammal var han? (Du kan behdva rakna med halvar.)

19



2.5 Polynom, ekvationer av hogre grad, faktorsatsen, polynomdi-
vision

Ett polynomar en (andlig) summa av termer pa formax®, darkoefficienten ar ett

tal, exponenten i O ett heltal (med andra ord ett naturligt tal) sanein variabel. Den
hogsta exponentemmed koefficienten skild ifran 0 i ett polynom kallas fgraden av
polynomet (Istallet forx kan man forstds anvanda en annan variabel om man s vill.)

Vi later p(x) beteckna ett polynom ochett tal. Vardet i en punkt &r polynomet ar
p(a), dvs det tal vi far nar vi ersattermeda. Ett nollstalletill polynomet &r ett tab
sadantp(b) = 0.

Exempel. Nar vi |6ste andragradsekvationer sa letade vi efter ridlést till uttryck
p& formenax? + bx+c, d vs nollstallen till polynom av grad 2. Uttrycket + 3x° + x
ar ett polynom av grad 4.

Daremot arinte uttryckenx? + x~ 1+ 1 eller X2 + ,/x+ 1 négra polynom, eftersom
exponenten i den andra termen i bada fallen inte ar ett ngittal. O

Exempel. L&t p(x) = X2+ 3x+ 2. Véardet i 2 &r d§(2) = 22+ 3-2+ 2 =12 och vérdet
i —1arp(—1) = (—1)>43-(—=1)+2=0. Alltsd &ar—1 ett nollstélle till polynomet]

| avsnittet om andragradsekvationer ins&g vikatk, ar nollstallen till polynomex? +
px+ g om och endast o + px-+q = (Xx—X1)(X— X2). Det finns ett generellt viktigt
samband mellan nollstallen till ett polynom och faktorérgolynomet. Foljande sats
ar mycket viktig att beharska for att kunna arbeta med patyno

Faktorsatsen Antag attp(x) &r ett polynom ocla ett tal. Da &m ett nollstalle
till p(x), dvsp(a) =0, om och endast om— a ar en faktor ip(x), dvs om
och endast om

p(x) = (x—a)-q(x),

darq(x) ar ett polynom med grad ett mindre @(x).

Exempel. Vi sig i exemplet ovan att-1 &r ett nollstalle till polynomep(x) = x? +
3x—+ 2. Enligt faktorsatsen vet vi darmed att

X4 3x+2 = (x— (~1))-q(x) = (x+1)-g(x),

darq(x) ar ett polynom av grad 2-1=1. Alltsa g(x) = kx+ m for nagra tak ochm.
Vi kan rékna ut vadj(x) &r genom att utnyttja likheten

X4+3x+2 = (x4+1)-q(x) = (x+ 1)(kx+m)
k@ + kx+ mx+m= kx + (k+m)x+m.
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Genom att identifiera koefficienterna i far vi k = 1 och om vi identifierar konstan-
terna sa far vim = 2. En extra kontroll far man genom att man ser att koefficierate
for x ar 3 respektivik+ m= 1+ 2 = 3. Alltsa &r

X2 4 3x+2 = (x+1)(x+2),

och alltsa ar ocksa 2 ett nollstélle till polynomet. (Eventuellt kanske du kenstat
ut att det skulle vara just+ 2 direkt i huvudet?) O

Metoden som anvandes i exemplet att hitta den andra fakésrman kanner en faktor

i ett polynom kallas fokkort division Man kan alternativt anvanda sig av lang divi-
sion med liggande stolen precis som man gor for tal. Vi iteistr de tva metoderna i
ytterligare ett exempel.

Exempel. Vi tittar p& tredjegradspolynome® — 9x+ 10. Genom att testa s& ser vi
att 2 &r ett nollstalle till polynomet, ty®22- 9.2+ 10= 0. Darmed vet vi enligt fak-
torsatsen atk — 2 &r en faktor och atk® — 9x+ 10 = (x — 2) - q(x), darq(x) &r ett
andragradspolynom.

Vi bestammer forsg(x) med kort division. Vi har
X3 —9x+10= (x—2)(ax® +bx+c) = a4 (—2a+b)x® + (—2b+c)x— 2c.

Koefficienten framfox® gera = 1 och konstanten ger 8 —2c séc = —5. Koeffici-
enten framféix? ger nu 0= —2a+b = —2+b sdb = 2. Kontroll med koefficienten
framforx ger—9 = —2b+c = —2-2— 5 vilket stammer alldeles utmarkt. Vi far alltsa

X2 —9x+10= (x—2)(x*+2x—5).

Vi utfér nu lang division med liggande stolen. Har bestamman successivt koeffi-
cienten for den hogsta kvarvarande exponenten.

X2 x2+2x x2+2x -5
x3-9x+10 | x-2 x3-9x+10 | x-2 x3-9x+10 | x-2 x3-9x+10 | x-2
-x2(x-2) -x2(x-2) -x2(x-2)
2x2-9x+10 2x2-9x+10 2x2-9x+10

-2x(x-2) -2x(x-2)
-5x+10 -5x+10

-(-5)(x-2)

0

| forsta steget fragar vi oss hur manga ganger gar hogstatexyi namnaren i hogsta
termen i téljaren d v 2. Jo, den g&x? génger. Vi skriver detta 6verst och subtraherar
sedanx®(x— 2) ifran taljaren och far £ — 9x+ 10. Nu frgar vi oss hur manga ganger
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gar hogsta termerx, i namnaren i hogsta termen i det som aterstar av taljaren dvs
2x2. Jo, den gar 2 ganger. Vi lagger till detta 6verst och subtraherar seddn 2 2)

ifrdn aterstoden av taljaren och fasx + 10. Nu fragar vi oss hur manga ganger gar
hogsta termenx, i namnaren i hdgsta termen i det som aterstar av taljaren-daxs

Jo, den gar-5 ganger. Vi lagger till detta 6verst och subtraherar sedafx — 2) ifran
aterstoden av taljaren och far 0. Darmed ser vi att reste®gtiet visste vi ju redan)
och kvoten blin? + 2x — 5. O

Man kan utféra polynomdivision &ven nar den inte gar jamntPuecis som for tal
handlar det dad om att givet tva polynomoch k framstéllap pa formenp(x) =
k(x)q(x) +r(x), darq kallaskvotochr kallasrestvid divisionen. Vid heltalsdivision
av naturliga tal kravdes att resten skulle vara mindre antalenan dividerar med.
Motsvarande krav for polynomdivision ar atstens gradtal ar mindre an gradtalet
for det polynom man dividerar medv s attr:s gradtal ar mindre ak:s gradtal i be-
teckningarna ovan. Om ar av gradn ochk ar av gradm, darn > m, sa arq av grad
n—m. FOrn < marqkonstanten 0 och= p. Vid division med ett férstagradspolynom
ar resten alltid konstant.

Exempel. Lat p(x) = 2x* 4 6x% + 2 ochk(x) = x> 4+x+ 1. Polynomdivision ger att
X+ 6x2 + 2= (X% 4 X+ 1) (2 — 2x+ 6) + (—4x — 4).

Kvoten av polynomdivisionen ap(x) = 2x* 4 6x? + 2 medk(x) = x> + x+ 1 &r allts
q(X) = 2x% — 2x+ 6, och resten &r4x — 4. O

Faktorsatsen kan anvandas for att forkorta uttryck som &vehav tva polynom. For
att forkorta ett sadant uttryck maste man hitta en gemenaétuorftill de tva polyno-
men. Vi tittar pa ett exempel.

Exempel. Forkorta
X3 — X
x3 + 5x2 — 6X
sa langt det gar. Forst observerar vi att man kan bryta ubfakt ur bade taljare och
namnare som vi forkortar bort. Kvar blir da

x2—1
X2 +5x—6
Téljaren kan vi faktorisera med hjalp av konjugatregeln#l- 1)(x+1). For att kolla
om nagon av dessa tva ar faktorer i namnaren sa kollar vi oen-el &r ett nollstalle

till x4 5x— 6. Vi finner att 1 &r ett nollstalle och faktoriserar (med kditision som
ovan)x? +5x— 6 = (x— 1)(x-+6). Darmed kan vi forkorta bost — 1 och far till slut

X+1
X+ 6’
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vilket inte kan forkortas mer.

Observera att det urspungliga och det forkortade uttrygkéka for allax utomx =10
ochx = 1. FOr dessa tva varden &r ju inte det ursprungliga uttrydkénierat. O

Vi sag i ett exempel ovan att om man visste ett nollstalleetillandragradspolynom sa
kunde man med hjalp av faktorisering fa det andra nollstéfér andragradspolynom
har vi redan en allman metod for att hitta nollstallen, mempid@ynom av hogre grad
kan man ha stor nytta av denna observation. Antag att vi hdreeljegradspolynom
p(x) som vi vill hitta alla nollstéllen till och antag ocksa attkénner till atta ar ett
nollstalle. Da amp(x) = (x—a) - q(x) darq(x) ar ett andragradspolynom. Ett nollstalle
till p(x) ar nu ett nollstélle till antingew — a eller till g(x). For att hitta 6vriga noll-
stallen till p(x) s& ska vi alltsa hitta nollstallena till andragradspolyeonix) vilket

vi vet hur man gor.

Exempel. Vi loser ekvationen — 9x+10= 0. Vi sdg i ett tidigare exempel atf —
9x+10= (x—2)(x?+2x—5), sé atx; = 2 &r en Iésning och eventuella andra lésningar
maste vara nollstéllen tik? + 2x — 5. Dessa hittar vi med formeln for 16sningar till
andragradsekvationer:

xos=—24/(2 2—(—5)——1i\/5
237732 2 -
Loésningarna ar allts#; = 2, xo = —1+ /6 ochxg = —1— /6. ]

Foljande resultat kan man ha nytta av om man ska férstka dtittaollstélle till ett
polynom av grad 3 eller hogre med heltalskoefficienter.

Antag att vi har ett polynom + cx? + bx+ a dér alla koefficienter ar heltal.
Om xq ar ett heltal som ar ett nollstélle till polynomet sa gallérknstant-
termena ar en multipel aw;. Samma sak galler for polynori + - - - +bx+a
av vilken gradn som helst.

Med andra ord ar varje heltalsnollstalle en delare till kangermera. Det ar latt att
inse varfor: onx, ar ett nollstélle till polynomet sa har vi adt= —xl(xg_1 +---+D,
vilket visar attx, ar en faktor ia och darmed att ar delbart medk;. Ungefar pa
samma satt kan man visa ett liknande pastaende om eventatidiaella nollstallen
till polynom med heltalskoefficienter.

Antag att vi har ett polynonex” + - - - 4+ bx+ a dér alla koefficienter &r heltal.
Omx; = g ar ett rationellt nollstélle till polynomet ocp och g &r relativt
prima, sa galler att konstanttermarér en multipel avp och koefficienten
framfor den hogsta potenserér en multipel a\g.
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Observera att man i bada fallen sageromttdet finns en heltalslosning, eller en ratio-
nell I6sning till ekvationerp(x) = 0, s& maste denna uppfylla vissa villkor. Det finns
ingen som helst garanti for att en saddan I6sning existesatWhar &r alltsa endast ett
satt att gora kvalificerade gissningar.

Exempel. Vi tittar pd polynometx* +x3 — 7x?> — x4+ 6. Det har endast heltalskoef-
ficienter s om det har nagot heltal som nollstille sa madteada en delare till 6.
Mgjliga nollstallen blir allts& 1, —1, 2, —2, 3, —3, 6, —6}. Om man testar dessa tal sa
finner man att 4 av dem ar nollstallen namligeh —1, 2, —3}. Vi kan alltsa faktori-
sera polynomet som

X433 -7 —x+6=(x—1)(x+1)(x—2)(x+3). O

Exempel. Om vi tittar p& ekvationenx? — 2 = 0 inser vi att om den har rationella
I6sningar s& maste dessa vara bland talént-2. Inget av dessa tal ar dock en [6sning,
alltsa finns inget rationellt tal vars kvadrat &r lika med 2.

O

Exempel. Vi letar efter rationella nollstéllen till 8 + 2x% 4 2x— 1. Om det alls finns
sadana sa maste de vara pa forngemiérp ar en delare till 1 ocly ar en delare till 3.

. 1 . 1 :
De enda mojligheterna ar allt%]éoch —3 Insattning ger atté ar ett nollstalle till det
givna polynomet.

O

Om ett polynomp(x) har samma faktofx— a) tva ganger sa sager man atir endub-
belrottill ekvationenp(x) = 0 (om den férekommer tre ganger sa kallas den trippelrot
osV). Antalet faktorefx — a) i polynomets faktorisering kallasollstallets multiplici-

tet

Exempel. Los ekvationer{x?> — 2x— 7)? = 0.

Losning: Forst l6ses ekvationer? — 2x — 7 = 0, som har rétterna; o = 1+ 2v/2.
Polynomet kan faktoriseras som

(¢ —2x=T7)? = (x— (1+2V2)*(x— (1 -2v2))?,

sd 1+ 2v/2 och 1— 2/2 ar dubbelrétter. O

Det ar naturligt att stalla sig fragan om det for polynom awtyoklig grad gar att

harleda formler som uttrycker polynomets nollstallen nter av dess koefficienter,
analogt med de formler vi harledde for nollstéllena till @tidragradspolynom. Svaret
ar att det later sig goras for polynom av grad tre och fyra, amedet inte finns saddana
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formler for polynom av grad fem eller hégre. Det sista sk itilkas som att ingen
annu har kommit pa hur man ska lésa generella femtegradsekea Det arbevisat
att Idsningsformler inte existerar fér polynomekvatioaergrad hogre an fyfa

2.5.1 Ovningar

2.5.1 Forenkla foljande kvoter mellan polynom sa langt det gar.

X2 —2x+1 b) x3 — 4x
X2+3x—4 x4 — 7x2 4+ 6x

a)
2.5.2 Los foljande ekvationer. Tips: De har minst en rot som ar eltiah
a) X+3x°+x=0 b) x3—2x°—5x+6=0
c) 23 +14°+2X%+4=0 d) 6+3x°—5x—x3=0
2.5.3 Los foljande ekvationer. Ange om nagon av rétterna ar dubbeller trippelrot.
a) (x—1°%=0 b) xX*-1=0 c) x*-13%=0
2.5.4 Faktoruppdela féljande polynom.

a) ¥—2¢—-5x+6 b) X+ +11x+2 c) 6+3%—5x—x3

Facit
211 (@x=7 (b) X:_i_; (c) Allatal.
d) Inga lésningar. > 4
(d) Inga losningar (€) 3 (f) 3
212 (@Qy=3x-7 (b) y— 2x—3

11

1Lésningsformlerna for tredje- och fjardegradsekvatioaes& komplicerade att de i praktiken &r
oanvandbara.
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221 (a) 1och-4 (b) —~1och3 (©) —1ochs
2

(d) Ooch—g (e) §
n _3+1\(§2_9 och—3_1\(§2_9 © _3+\/_9 3—1\529
222 (a)(x+2)>-3 (b) (2x—9)2+19 (c) 39— (x+6)?
223 (a)(x—2)(x+3) (b) —2(x—1)(x+4)
© (-2 D)o YD) @i
224 (a)x*4+3x—10=0 (b) 62 —x—2=0
(€) ¥ —2x—4=0
2.3.1 (a) 1loch-4 (b) 6+3v/30ch6-3v3
(c) Ingareella lésningar
23.2 (a)_lz\/goch —1;\/5 (b) Inga reella lésningar
233 (&) 9 (b) 2 (c) Ingenrot (d) 2 (e) 4
() 12 9 3 (hy =42 ()6
2.3.4 (a) 2—2,v/3 och—/3 (b) 5,—5, 7 och—7 (c) 2 och—2
(d) v6 och—v/6 (e) ¥R och—2
235 (a) 9 (b) 19-61/10 (c) 1och 4
241 (a)x=3,5y=1 (b) x=4,y=1 €) x=—-2,y=2

(d) saknar l6sning
(e) oandligt manga losningar, av formen=t, y = 3 — 5t for alla reellat

) s=3,t=1 (99 x=2,y=3 (h) x=3,y=5,2z=2
() x=10,y=-0,04, z= 0,06 () a=-1,b=1c=2
Ky x=1y=-2,2z=3

2.4.2 Han var 48 ar.
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x—1
25.1 —
(a)x+4

—3-5 —3+v@}
2 72
-5-421 -5++/21
2 ’ 2
2.5.3 (a) 1 arentrippelrot

252 (a){0,

(C) {_27

}

(c) 1 och—1 ar trippelrotter

254 (a)(x+2)(x—1)(x—3)

(€) (Xx—2)(=3+x—x?)

27

X+2
(b) X2 4+2x—3

(b) {_27 1a 3}

@) {2}

(b) 1 (enkelrot)

5++21
2

(b) (x+2)(x+ )(x+5

V21

2

)



