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5 komplexa tal

5.1 Inledning

Vilka tal x uppfyller ekvationerx? = 2? Det &rv/2 och —v/2, eller hur? Man kan
ganska latt visa at/2 inte &r ett rationellt tal, dvs det kan inte skrivas som eatkv
mellan heltal. Detta var ndgot som oroade de gamla grekBra&ande tillv/2 som
langden av hypotenusan i en réatvinklig triangel med katetewv langd 1. De enda tal
de ville godkanna var dock de rationella. Nar de upptéckte/atinte var rationellt
blev de forstas oroliga. Formodligen ar det inget som haatday, och det finns ingen
anledning att borja oroa sig nu. Matematiker har ju “hittat ple reella talen som
innefattar bl a/2 s& problemet &r 15st.

Hur &r det d& med ekvatione® = —1? Denna vet vi att den inte har nagra reella rétter,
eftersom kvadraten av ett reellt tal aldrig kan bli negafihns det anledning till oro?
Tja, det har visat sig att man i manga lagen faktiskt har nytksa av I6sningar som
inte ar reella och det fina ar att det finns en konstruktion gerigare tal som bla ger
I6sningar till denna ekvation. Precis som man kunde utvatlgeationella talen till alla
de reella talen, sa kan ocksa de reella talen utvidgas tllbean kallas for dkomplexa
talen

5.2 Geometrisk definition av de komplexa talen

Som bekant sa far vi ju en geometrisk beskrivning av de reallen med hjalp av
tallinjen. For de komplexa talen som vi nu skall konstruegardcker dock tallinjen
inte till utan vi behover ett tvadimensionellt plan for agpresentera dem. Precis som
att varje reellt talx svarar mot en punkt pa tallinjen sa kommer varje komplext tal
z att svara mot en punkix,y) i talplanet. Vi tanker oss da ett koordinatsystem med
en x—axel och en y—axel och att de reella talen utgors av ¥raah darmed ar en
delmangd av de komplexa talen. Idén ar nu att inféra raknedipeer for dessa nya
tal som uppfyller féljande.

1. For komplexa tal som ligger pa x—axeln skall de dverenssta med de réakne-
operationer vi redan har for de reella talen.

2. Samma rakneregler som for de reella talen (distributsfa kommutativa och
associativa lagar) skall galla for de komplexa talen.

3. Ekvationer?? = —1 skall ha l6sning bland de komplexa talen.
Det visar sag att detta blir uppfyllt om vi gor pa folande satt
Additiondefinierar pa samma séatt som vi gjorde for geometriska vektdorra kapit-
let. Se fig.1.
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For att definieramultiplikation betraktar vi de poléara koordinaterigiav) for punkter i
planet, dv g ar lika avstandet till origo (beloppet abetraktad som vektor) ochar
riktningsvinkeln mellan ortsvektorn tilt och positiva x—axeln. Vi kommer i fortsatt-
ningen att kalla riktningsvinkeln faargumentetér zsom kortsre skrivs arg Beloppet
skrivs |z]. Om daz; ochz har har de poléra koordinater(ma, v1) respektive(ra, v,)
sa definieras produktenz, sa att|zzy| = r1r, och argz1z,) = v1 + V2 och for kvoten
farvida|z;/z| =r1/r2 och argz;/z) = v; — v» Med andra ord:

Vid multiplikation mellan komplexa tahultipliceras beloppench
adderas argumenten

7,+z,

2,2,

Z;

Z,
r r2

Figur 1: Vektoraddition av kom-
plexa tal

Figur 2: multiplikation av komplexa
tal

Anmarkning. argz &r ju endast bestamt sa nar som pa ett antal hela varv. Tex sa
har talet -1 bade argumentatoch — 1. Trots det sa blir produkten som vi definierat
entydigt bestamd eftersom olika val av argument for faktuaeendast leder till en
skillnad pa ett antal hela varv fér produkten.

Lat oss nu kontrollera att de tre villkoren ovan ar uppfyllda

1. Att additionen for endimensionella vektorer 6verensstéer med additionen for
reella tal ar uppenbart.(Se figur 3.) Eftersom de positielaetalen (som delmangd
av de komplexa talen) ar precis de tal som har argumentaiZit och de negativa ar
de med argumentet+ n27T sa ge var definion att produkten av tva positiva tal liksom
produkten av tva negativa blir ett positivt tal medan praeuakav ett positivt och ett
negativt blir negativt. Vi se att att den nya produkten somefinierat 6verensstammer
med den gamla vanliga sa lange vi haller oss till reella t@teaxeln).
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Figur 3: Vektoraddition pa linjen.

2. Att z; + 2z, = 2o + 21 sag Vi i kapitlet om vektorer och atiz, = z,z; foljer direkt
fr&n definitionen, s& de kommutativa lagarna géller. Aveaskociativa lagarna ar latt
att verifiera. For att se att den distributiva lagen géalldrddear vi figur 4 . Alla sidor i
den vanstra parallellogrammen ar vridna vinkelrch skalade en faktorjamfért med
motsvarande i den hogra parallellogrammen. De bada pkogil@mmen ar darfor lik-
formiga och darmed &ar aven vektorn ut tiz; + wz vriden vinkelnv och skalad en
faktorr jamfort med den ut til{zy + z). Alltsa arwz +wz = w(z + 2,). Distributiva
lagen galler alltsa.

2,+2,

WZ +Wz,

Z1

Wz,

Figur 4: Distributiva lagen.

3. Om vi betecknar det komplexa tal som har koordinaternd) @y i sa galler att
li| = 1 och arg = 11/2 Det betyder atfi?| = 1 och arg® = mdvsi® = —1.
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5.3 komplexa tal pa kartesisk form

Vi skall nu se att punkterna 1. — 3. ovan leder till ett smidigtt att beteckna och réakna
med de komplexa talen. | punkt 3. sa inforde vi betecknirigén det komplexa talet
med koordinaterna (0,1). Talen som ligger pa y—axeln, duseé koordinatet0,y),
kan da skrivas sony (= yi) och kallas férimaginara tal Taleti kallasimaginara
enheten En konsekvens av punkt 1. ovan ar att for de komplexa talex-péeln ar
det likgiltigt om vi skriver dem son{x,0) eller som bara. Varje komplext tal med
koordinater(x,y) = (x,0) +y(0, 1) kan darfor skrivag = x+ iy dar alltsax &r ett reellt
tal ochiy ar imaginart. Denna framstallning av komplexa tal brukdtdsskartesisk
form. Taletx kallasrealdelenav z och skrivsl1z ochy kallasimaginardelersom skrivs
[Jz. Obsevera atilz ar reellt medariy ar imaginart. Med hjalp av raknelagarna (punkt
2. ovan) kan vi nu rakna vanlig algebra med dessa uttryck rifladdet atti = —1.
Foljande exempel illustrerar hur det gar till.

Exempel. Latz= 2+ 3i ochw = 1— 2i vara tva komplexa tal. Vi adderar
z+w=(2+3i)+(1-2)=(2+1)+i-(3—2) =3+i

och multiplicerar

zw= (243i)(1-2)=2(1-2i)+3i(1-2) =2—-4i+3i — 612 =[i?=—-1] =8—i.

Allméant
(a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d)

och (kontrollera)

(a+ib)(c+id) =--- = (ac—bd) +i(ad+ bc)

Beloppetav ett komplext tal ges med hjalp av Pythagoras sats som

12 = [x+iy| = VX + Y2

For det komplexa talet = x+ iy definierar vi ochsa dedeonjugatsomz = x — ix.
Produkten av ett komplext tal och dess konjugat ar

ZZ= (x+iy)(x—ly) =X — (iy)? =X %" = — (-1)y? =x* +y* = |7°.

5.4 Komplexa tal pa polar form, komplexa exponentialfunktion.
Om vi som forut anvander beteckningamachv for belopp och argument sa har vi
sampandet

X1y = r(cosv+isinv),
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dar alltsa vansterledet ar det komplexa talet pa kartesisk medan hogerledet kallas
for polar form Vi sdg tidigare att argumenten adderas vid multiplikatertva kom-
plexa tal. Som vi strax skall se sa ar denna egenskapen filglgll att man infort
beteckninger" fér uttrycket cov -+ isinv. Dvs

eV = cosv+isinv.
Observera atfg| = |cosv+isinv| = v/co@v+ sin?v = 1, s& vi kan skriva
dugV — ) och  (gU)n — gy,
dar det sista kallas fdpe Moivres formebch kan ocksa skrivas.
(cogV) +isin(v))" = (cognv) +isin(nv))

Motiveringen till skrivsattet ar alltsa att vi far samma n@kagar som for den “vanliga”
exponentialfunktionen:

P =e@th) och (e)"=¢"
Ett godtyckligt komplext tal kan da skrivas
z=a+ib =r(cosv+isinv) =rev.

Exempel. Lat z ochw vara komplexa tal medz] = 2, |w| = 3, argz = 311/8 och
argw = 11/8. Berakna taleawochz/w sa explicit som maojligt.

Losning. Vi vet att |zw| = |z| [w| = 2-3 = 6 och att
arg(zw) = arg(z) + arg(w) = 311/8+ 11/8 = 11/2.

Alltsa arzw= 6i eftersom argumentet anger att riktningen ar langs posjtigaeln
och avstandet till origo ar 6.

Vi far ocks4 att
2l 2

Z —
’v_v‘ T w3
samt
arg(zw) = arg(z) — arg(w) = 311/8— 11/8 = 11/4.

Argumentetrt/4 betyder linjery = x sa att talet &r en positiv multipel awli. Beloppet
av 1+i arv/2 sé

.i2(1+i) _ 3—\2[2(1+i) - §2+§2i
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i kartesiska koordinater. OJ

Exempel. Berakna(1+i)100.

Loésning. Man skulle forstas successivt kunna rakng i), (1+1)%4, (1+1)8 etc,
men mycket enklare och mer effektivt blir det att anvéanda aevkés formel. Vi borjar
med att skrivaz = 1+ i med polara koordinater. Vi har att) = v/12+12 = v/2 och
argz= /4. De Moivres formel ger da att

7100 — (\@) 0 <cos($n) +isin (%))
(21/2) " (Cos25m) + i sin(25m)) = 25°(cos( 1) + i sin(7)) = —25°.

eftersom co§t) = —1 och sir{rr) = 0. O
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