Partialbraksuppdelning

Exempel 1
2
Skriv z + — som ett enda brak:
r—1 x+2
n 2 1 r(r+2)(r—1)+2x+2)—(z-1) 2*+2>—-2+5
x — = = :
r—1 x+2 (x —1)(z+2) 24+ x—2

Har har vi skrivit om en summa av enkla rationella uttryck till ett enda rationellt uttryck.
I manga sammanhang vill man géra precis tvart om, d.v.s skriva om ett rationellt uttryck som
summan av s& enkla rationella uttryck som mdjligt.

Steg ett i en sadan procedur dr att genomféra en polynomdivision med rest. Detta géller om
téljarens gradtal dr minst lika stor som némnarens. Annars gar man direkt pé steg 2. I vart
exempel far vi efter polynomdivisionen kvoten x och resten x4+ 5, vilket betyder att vi kan skriva

B4 —zr+5 T+5
=r+ 5.
2 4+x—2 24+ x—2

Steg tva dr nu att dela upp det rationella uttrycket till hoger i sa kallade partialbrak dvs att
skriva om det som en summa av brak med si enkla ndmnare som mdjligt. For den skull borjar
vi med att faktorisera ndmnaren sa langt som det gar. Vi léser dirfor andragradsekvationen
22 +x—2 = 0. Det ger oss rotterna 1 och —2 Och vi far faktoriseringen 2% +z—2 = (z—1)(z+2).
Vi gor sedan en ansdttning:

T+5 a b

(x—l)($+2):x—1+x+2' (1)

Det géller nu att bestdmma a oc b s& att hoger- och vinsterled blir lika.
Multiplicera bada led med (x — 1)(x 4 2) och vi far

r+5=alr+2)+bx—1) (2)

som vi kan skriva
r+5=(a+bz+ (2a —b)

Det leder till ett ekvationssystemet { ;(j__bb i 5 som har lésningarna a = 2 och b = —1.
Slutsatsen blir att man kan skriva
2422 -z +5 n 2 1
= — .
2+ —2 x—1 x+2

Anmirkning 1: Det finns ett alternativt sdtt att bestimma a och b frén ekvation (2). Om
vi i tur och ordning sitter x = —2 och z = 1, dvs de virden pa z som gor att parenteserna
i hogerledet blir 0, s erhaller vi direkt att —2 + 5 = b(—2 — 1), dvs att b = —1  respektive
1+5=a(l+2)dvsa=2.

Den typ av ansittning som vi gjorde i (1) fungerar alltid i de fall d&4 ndmnaren kan faktoris-
eras i ett antal sinsemellan olika forstagradsfaktorer. I vart exempel var det tva olika faktorer.
Om vi har tre faktorer sa blir det tre termer i hogerledet med tre koefficienter att bestdmma,
och sa vidare. Vi kan kalla denna situation for fall 1. Vi skall nu beskriva hur ansittningen gar
till i tva andra fall.



Exempel 2 (fall 2).

222 — br + 1
Partialbraksuppdela uttrycket ﬂ Vi faktoriserar ndmnaren:
3 —2x2 +x

P -2t r=x@® -2 +1) =2(x—1)>2
Vi ser att vi far tva faktorer (z — 1). Det visar sig att den korrkta anséttningen i detta fall ar

2x2—5x+1_a b n c
rz—-12 2z z-1 (x—1)%

dvs en term med faktorn (x — 1) ensam och en med den faktorn i kvadrat. Vi fortsétter som i
forra exemplet med att multiplicera bada sidor med hela den faktoriserade ndmnaren:

202 — 5z 4+ 1=a(x —1)* +bx(z — 1)+ cx (3)

vilket vi kan skriva
222 — 52+ 1 = (a+b)2®+ (—2a — b+ c)x +a.

a+b= 2
Det ger ekvationssystemet —2a—b+c= -5 som har l6sninarna a = 1, b = 1 och
a= 1

¢ = —2. Vi far da féljande partialbraksuppdelning:

2:1:2—5:r+1_1+ 1 2
w3 —222+2 2 -1 (x—1)2

Anmirkning 2: I det forra exemplet sdg att man kunde bestdmma koefficienterna pé ett en-
klare sdtt genom att sitta in vissa virden pa x (se anmérkning 1) ovan. I detta fall fungerar inte
det fullt ut. I ekvation (3) s& kan vi sétta in = 1 respektive x = 0 och pa sa sétt f& ut c och a
men inte b. (Eller hur?).

Observera att om vi till exempel hade haft faktorn (x — 1) upphdjt till 3 istallet sa skulle
ansittningen innehallit en term d/(x — 1)3 ocksa.

Ett tredje fall som vi skall kunna hantera &r da ndmnaren innehéller en faktor som &r ett
andragradsuttryck som ej gar att faktorisera, som t.ex 22 +1 eller 22 +2x+2 (som ju kan skrivas
(x4 1)2 4+ 1). Dessa uttryck saknar (reella) rétter och kan dirfor ej faktoriseras.

Exempel 3 (fall 3).

1
Partialbraksuppdela uttrycket T

. Vi faktoriserar nimnaren, 3 + x = x(2? + 1), och gor

3+
sedan ansittningen
r+1  a br+c
r(x2+1) =z 22+1
dvs vi ansdtter ett godtyckligt 1:a-gradsuttryck, bz + ¢, 6ver andragrads-ndmnaren. Sedan fort-
sétter vi som tidigare med att multiplicera med x(2? + 1)

r+l=a(@*+1)+ (br+c)z=(a+ba*+cx+a

a+b =0
och ekvationssystemet blir c =1 som har l6sninarna a =1, b= —1 och c = 1.
a =1

Vi far partialbraksuppdelningen:
x+1 1 z-1

Btz x 2241




Ovningar pa partialbraksuppdelning

Partialbraksuppdela féljande rationella uttryck.

1
24+

22+ 4z + 2
x3 4+ 322 + 2z

a2t — 203 4422 — 22+ 1
23 _ 2 :

3 +3z+1
2 4+20+2°

r+1
424z

Svar till 6vningarna

1 1
1. — — .
r x+1
1 1 1
2. — — .
x+w+1 T+ 2
3 1+1 1+ 2
. T — - — — .
r x2 -1
1 1
4. 14+ ——— — ——.
+£L'2—|—1 x+1
1
5o——
r xz+x+1



