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— Kapitel 5: Differentialekvationer

Kapitel 5: Differentialekvationer

Viktiga begrepp
Separabel differentialekvation
Linjar differentialekvation av férsta ordningen
Linjar differentialekvation av andra ordningen
Homogen/inhomogen differentialekvation
Partikularlésning, allman |6sning




Mal kapitel 5

For betyget godkénd skall du kunna:
5.1 avgodra om en given funktion &r 16sning till en given differentialekvation
5.5 l6sa en linjdr andra ordningens differentialekvation med konstanta
koefficienter my"'(t) + cy'(t) + ky(t) =0
For hogre betyg skall du dessutom kunna:
5.2-3 |6sa en separabel differentialekvation
F®)y'©=g®
dar integralerna motsvarar tidigare mal for hogre betyg
5.3 l6sa en linjar forsta ordningens differentialekvation
YO+ FOY©) = g(©)
dar integralerna motsvarar tidigare mal for hogre betyg
5.5 l6sa en linjdr andra ordningens differentialekvation med konstanta
koefficienter my"'(t) + cy'(t) + ky(t) = sin(wt)
5.6 Isjélv kunna stélla upp en differentialekvation utgdende fran fysikens
agar
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Differentialekvationer

En differentialekvation &r en ekvation som innehaller en okand
funktion y(t) (eller y(x), y(h) som exempel) och derivator av
denna funktion, y’(t),y”(t) osv.

Exempel:

y'(t) = sin(t)

y'(®) = y(®)sin(t)

y(t) +2ty(t) = et

y'(t) = 2y(t)

4y”(x) + 8y’(x) +8y(x) =0

4y”(t) + 8y'(t) + 8y(t) = sin(2t)

Ofta uteldmnas variabeln om den &nda kan anses kand:
y® +2y" +2y=0

Losning till differentialekvation

Med en partikuldrlosning till en
differentialekvation menas en funktion som
satisfierar ekvationen.

Exempel: y(t) = —cos(2t) ar partikuldrlésning
till differentialekvationen y'(t) = 2sin(2t)
Med allmanna I6sningen till
differentialekvationen menas att man ger alla
16sningar till ekvationen

Exempel: y(t) = — cos(2t) + C &r allminna
16sningen till differentialekvationen

y'(t) = 2sin(2t)




Begynnelsevillkor, randvillkor

» Oftast ges inte bara ekvationen utan ocksa
nagot/nagra bivillkor.

¢ Om den sokta funktionen ar en funktion av tiden,
t, skall oftast nagra begynnelsevillkor vara
uppfyllda, t.ex. y(0) = 0,y’(0) = v,

* Om den sokta funktionen ar en funktion av en
rumsvariabel, x, skall oftast nagra randvillkor vara
uppfyllda t.ex. y(0) = 0,y(L) =b

¢ | allmanhet ar villkoren sadana att endast en
funktion satisfierar differentialekvation och 6vriga
villkor.
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Intressanta differentialekvationer 1

Tva kroppar pa avstandet r med massorna m, och m,, pGéverkar
varandra med en attraherande kraft, gravitationen F = ";127"2 darG
ar universella gravitationskonstanten.

Nara jordklotet ar kraften som paverkar en kropp med massa m,

F=mgdirg =98

Vid fritt fall i vacuum (i laboratorieexperiment pa jorden) paverkas den

fallande kroppen enbart av gravitationen.

* En kropp som faller fran hojden h m 6h har vid tiden ¢ fallit s(t) m
och har hastigheten v(t) m/s och accelerationen a(t) m/s?. Har
ara(t) =v'(t) ochv(t) = s'(t).

Newtons lag, F = ma, ger da: ma(t) = mg.

Detta ger oss tva differentialekvationer

v'(t) = g,v(0) = 0 och
s"(t) = g,5(0) =0,5'(0) =0

Intressanta differentialekvationer 2

Vid fall med luftmotstand tillkommer en kraft
som ar motriktad rorelsen. | den enklaste
modellen anses kraften vara proportionell mot
hastigheten. (Samma modell anvands ofta for
ddampare av olika typ.)

Newtons lag ger nu ma(t) = mg — cv(t)
Detta leder till differentialekvationerna:

mv'(t) = mg — cv(t) och
ms''(t) = mg — cs'(t)




Intressanta differentialekvationer 3

Bakteriekulturer vixer genom att cellerna i kulturen delar sig.
En modell som beskriver manga sadana kulturer &r att under
en sekund (eller annat lampligt kort tidsintervall) kommer en
bestamd andel, p, av cellerna att dela sig. (Man far da tanka
sig att det inte nodvandigtvis ar ett helt antal celler.)
Om det vid tidpunkten t finns y(t) celler sa finns det vid
tidpunkten t + At
y(t + At) = y(t) + py(t)At celler.
* Tillvixthastigheten y'(t) = lim 2erAD—y(®) _ py(t)
At—0 At
¢ Om antalet celler ar 100 vid starten har vi ett
begynnelsevillkor:

y'(®) = py(t),y(0) = 100.
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Intressanta differentialekvationer 4

Radioaktivt sonderfall.

e Har anvands en modell liknande den vid
bakterietillvaxt: en viss andel av atomerna
sonderfaller under en viss tidsrymd.

Differentialekvationen &ar i detta fall:
y'(@) =-py),y(0) =M

Intressanta differentialekvationer 5

« Dampad fjaderrorelse: x

* Fjadern ger upphov till en kraft, F;, riktad mot neutralldget och
proportionell mot fjdgderns férlangning/kontraktion: F; = —kx(t).

« Damparen ger upphov till en kraft motriktad rérelsen och proportionell
mot farten: Fp = —cx'(t)
»  Newtons lag ger nu: mx"'(® = —cx/(t) — kx(t) + F(t)
* Med begynnelsevillkor:
mx"® + cx'(¢) + kx(t) = F(¢),
x(0) = xo, x'(0) =vo




Intressanta differentialekvationer 6

. Odélmpade svép’gningar i en strang beskrivs bast av en partiell differentialekvation
Kuy, =muy somviinte kan gain pa har men dnda beskriva nagot.

¢ Om strdngen ar fast i bada andpunkterna, som en gitarrstrang, kommer den att
svanga med en grundfrekvens som beror av strangens langd, spanningen i
strangen och strangens massa. Dessutom férekommer Gvertoner, frekvenser som
ar multipler av grundfrekvensen. Varje ton beskrivs av en produkt av funktioner
u(x, t) = f(x)y(t)

* Amplituden f(x) varierar langs strangen, den &r 0 i ndpunkterna som ju sitter
fast. Man kan visa att om strangens langd 4r L sa ges amplituden for grundtonen
av f(x) = Asin (%) Fér 6vertonerna &r amplituderna f, (x) = A,sin nLﬂ

*  Om vi bortser fran amplitudvariationen langs strangen och bara ser pa hur varje
punkt pa strangen ror sig i tiden s beskrivs detta av differentialekvationen

") + w?y(t) = 0dir @ = %J%
* Om en yttre kraft paverkar strangen beskrivs svangningen istéllet av

Y+ 0?y(t) =F(1)
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Harmoniska svangningar

* Den allménna I6sningen till differentialekvationen
'O+ 0?y(®) =0
ar
yn(t) = Asin(wt + @)
* En partikuldrl6sning till
") + w?y(t) = Bsin(at)
ar
Yp(t) = wzfaz sin(at) ominte @ = w
* Den allménna l6sningen till differentialekvationen

") + w?y(t) = Bsin(at),a # w

ar
y(t) = Asin(wt + @) +

Resonans
¢ En partikularldsning till

y"(t) + w?y(t) = Bsin(wt)
ar
B, .
Yp(t) = ztsm(wt - g)

* Den allmanna I6sningen till differentialekvationen
ar i detta fall

. B T
y(t) = Asin(wt + ¢) + %tsm(wt - E)




Svavning

* Losningen till differentialekvationen
y"(t) + w?y(t) = Bsin(at),
y(0)=10,y'(0)=0
ar
B . a .
y (O =—=— (sm(at) - ;sm(wt))
omintea = w

¢ Denna l6sning kan skrivas om med hjalp av diverse
trigonometriska samband till uttryck pa formen:

L (AW a+w . (At w a—
y(t)=Clsm( 2 t)cos( 2 t)+6‘25m( 2 t)cos( 2

0
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Dampning

mx"(t) +cx'(t) + kx(t) =0
har karakteristisk ekvation
ms?+cs+k=0

—c+Vc? - 4mk

2m
Allménna losningen till ekvationen &r alltsd om de tva rétterna
ar olika:

vars rotter ar

s =

—c+Vc2-4mk, —c—Vc2-4mk,
x(t) = Ae 2m "+ Be 2m v
Tre olika situationer:
%2 —4mk >0,c2—4mk =0,c2—4mk <0

Dampning 2

« Overkritisk ddmpning, c2 — 4mk > 0,
bada rotterna ar reella, [6sningen pa formen
x(t) = Ae~ %t 4+ Be~Bt
« Kritisk ddmpning, c2 — 4mk = 0, en reell
dubbelrot 16sning pa formen
x(t) = e (A + Bt)
« Underkritisk ddmpning, ¢ — 4mk < 0,

k
m  4m?2

x(t) = e “Asin(wt + @) dir w =




