Tentamen
MVE340 Matematik for Sjoingenjorer del 2

2013-01-15 8.30-12.30

Examinator: Oscar Marmon , Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt och rond: 777 777 , telefon: 777 777

Hjilpmedel: bifogat formelblad, typgodkéand rdknedosa

For godkiint pa tentamen krivs antingen minst 5 poing pa varje uppgift, eller minst 25 poéng pa hela godkiind-
delen. Erhallen podng pa arets deltentor eller ordinarie tentamen far erséitta podngen pa motsvarande uppgifter
pa denna tentamen.

For betyg 4 eller 5 krivs dessutom 33 resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar l4ggs ut pa kursens webbsida 16/1. Tentan riittas och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok
ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Information om granskning meddelas via e-post da tentan &r rattad.

Till samtliga uppgifter skall fullsténdiga 16sningar redovisas. Motivera och férklara sa vl du kan.

Godkinddelen

1. (a) Berikna
. 523 — 222 41
im ———
z——o0 313 + 4x + 2
L6sning:

5% — 222 +1  2*(5-2/zx+1/2%)  5-2/x+1/z* 5-040 5

= — =
3z3 +4x +2 x3(3+4/22+2/23) 3+4/x2+2/23  3+0+0 3’
da x — —o0.
Svar: —.
3
(b) Lat f(x) = V& + 4. Bestdm ekvationen for tangenten till f:s graf i den punkt dér
x = 0. Rita denna tangent i samma figur som grafen till f pa lAmpligt intervall.

Losning och svar: Eftersom f(0) = 2, sa ar den sokta punkten (0,2). Derivatan &r
1
2yx 4+ 4’

sa f'(0) = %, vilket dr tangentens riktningskoefficient. Tangentens ekvation &r alltsa

fla) =

1
y—2= (3:—0)<:>y:Z:U+2.

=

(c) Beriikna h'(0), dér h(x) = (22 + 1)10.
Lésning: Eftersom h(z) = f(g(x)), dir f(2) = 2! och g(x) = 22+ 1, ger kedjeregeln
att
W(z) = f'(g(x)) - '(z) = 1022 +1)° - 2.
Insdttning ger h'(0) = 20.
Svar: h/(0) = 20.

2. (a) Skissa grafen till f(x) = 922 — 523 pa intervallet [—1,2]. Ange alla lokala maxima och
minima samt funktionens storsta och minsta virde pa intervallet.
Loésning: Vi deriverar: f/(z) = 18z — 1522, Kritiska punkter: f'(z) = 3x(6 — 5z) =
0< x=0eller z =6/5. Vi gor en teckentabell
x ‘ 0 6/5
fz)y| — 0 + 0 -
(@) | / N

(2p)

(4p)

(2p)

(3p)



som avslojar att f har ett lokalt minimum da x = 0 och ett lokalt maximum da
x = 6/5 = 1.2. Vi har &ven ett lokalt maximum i intervallets véinstra d&ndpunkt och
ett lokalt minimum i den hogra &ndpunkten. Vi gor en liten virdetabell

x |1 0 12 2
flz) |14 0 432 4

och skissar grafen

1 > 1 \2
-4

Svar: Lokala maxima: f(—1) = 14, f(6/5) = 108/25 = 4.32, lokala minima f(0) = 0,
f(2) = —4. Storsta vérde: 14. Minsta vérde: —4.

Bestdm en approximativ rot till ekvationen f(x) = 0 med Newtons metod da f(x) =
423 — 322 + x — 4. Du kan vara ngjd da |f(zx)| < 0.05.

Losning: Vi har f(1) = —2 < 0 och f(2) = 18 > 0, sa ekvationen har en rot i
intervallet [1,2]. Vi véljer startvirdet xo = 1. Vi behover ocksa rékna ut derivatan:
f'(z) = 1222 — 62 + 1. Newtons metod ger

T = 70 — }f'((i%)) = 1.2857, flz1) = 0.828,
T = 11 — }f,((fc 11)) = 1.2226, F(z1) = 0.0485.
Svar: 1.2226

/2
Beridkna integralen / x cos 2z dx. (Tips: anvind partiell integrering.)
0

Losning:
71'/2 : 2 7T/2 7'(/2 : 2
/ T cos2x dx = [x.sm x} —/ st xdw
0 2 g 0 2
sin 2 ”/2+ cos 22/ o1 1 1
= |- = _——_— = = ——,
2 ], 4 0 4 4 2
1
Svar: ——.
2

Bestim talet a sa att funktionen f(¢) = at?>+1 #r en l6sning till differentialekvationen
(t? = 1)y" = 2y.
Losning: Om y = f(t) = at? + 1, sa #r ¢/ = 2at och y”’ = 2a. Vinsterledet i
differentialekvationen blir da (t? — 1)y” = (> — 1)2a = 2at? — 2a, och hogerledet blir
2y = 2(at? + 1) = 2at?® + 2. Villkoret for att differentialekvationen ska vara uppfylld
blir alltsa

2at* —2a =2at* +2 & —2a=2 & a=—1.

Svar: a = —1.

Bestdm den 16sning till differentialekvationen 3’ — 5y = 0 som uppfyller begynnelse-
villkoret y(0) = —2.

Loésning: Den allménna l6sningen #r y(t) = Ce'. Begynnelsevillkoret ger Ce®? =
—2&0=-2.

Svar: y(t) = —2¢e°.

(2p)

(3p)

(2p)

(2p)



()

Bestdm den l6sning till differentialekvationen y” + 16y = 0 som uppfyller begynnel-
sevillkoren y(0) = 1, ¢'(0) = 2.

Losning: Karakteristiska ekvationen s? 4+ 16 = 0 har rétterna 51,2 = 44, sa den
allménna l6sningen blir

y(t) = Acosdt + Bsin4dt, diar A och B ér godtyckliga konstanter.

Da dr y/(t) = —4Asin 4t + 4B cos 4t, sa begynnelsevillkoren ger

1
y(0)=A=1, y'(O):4B:2:>B:§.

1
Svar: y(t) = cos 4t + 5 sin 4t.

x — 3y — z =T
Los ekvationssystemet ¢ 4z + 2y + 3z = -7
—x + 4y - z = =7

Losning: Gausseliminering ger:

[:c -3y - z =7 -4 11
dr + 2y + 3z = -7 ]
-z 4+ 4y - z = =7

x — 3y — z = T

— 4y + 7z —35 -1
y — 2z = 0
x — 3y — z = 7
= 2y + z = =5
L y — 2z = 0
x — 3y — 2z = T

= y — 2z = 0 -2
2y + z = -5
x — 3y — =z =7
— y — 2z = 0
52 = —d

Tredje raden ger z = —1. Atersubstitution gery =2z=-2,z=7+3y+z2=0.
Svar:

z=0
y=-2
z=-—1

Bestédm en vektor som &r ortogonal mot (vinkelrét) mot bada vektorerna u = (1,1, 3)
(’ 1 3 ‘ ’1 3
uXxXv= y 9

och v=(3,-1,-1).
1 1
3 —11"13 -1

Losning: En sadan vektor ges av
(1-(=1)=(=1)-3,—(1-(-1)=3-3),1-(=1) = 3-1) = (2,10, —4).

Svar: (2,10, —4) &r ett mojligt svar. Ett enklare svar dr (1,5, —2) som ju dr parallell
med foregaende vektor.

(4p)

(2p)



(¢) Ange en ekvation for planet som gar genom punkten (—3,3,—1) och dr ortogonalt (2p)
mot vektorn (2,3, —4)
Lo6sning: Vektorn (2,3, —4) ar alltsa en normalvektor for planet, sa planets ekvation
ar 2z + 3y — 4z = D, dédr konstanten D berdknas genom att sétta in den givna

punkten:
2:-(-3)+3:3—-4-(-1)=D=D=T1.

Svar: 20 + 3y —4z =7

(d) Bestam en ekvation (pa parameterform) for den linje som utgér skidrningen mellan (2p)
planen x 4+ 2y 4+ 3z =0 och x + 6y — z = 8.
Lo6sning: Vi l6ser det linjdra ekvationssystemet

z + 2y + 3z 0 — -4
z + 6y — 2z = 81
z + 2y + 3z 0
<~ 1
z + 2y + 3z 0
<~
y — z = 2
Satt z=¢,dabliry=24+2=2+4+1toch x = -2y — 32z = —4 — 5t.
Svar:
r=—-4-05¢
y=2+t
z=t
Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poing fran godkdnt och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poéng pa denna del ridknas in fér att na godkintgrinsen. Normalt krivs for poidng pa uppgift att man redovisat

en fullstédndig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

T

et +1

1
5. (a) Beriikna integralen / dx. (3p)
0

Lo6sning och svar:

1 e
e’ et =1 1 .
/06x+1 €T {Bxdi’:dt} . P [H(+ )]1 Il(€+) n

°l1
(b) Berékna integralen /1 %dm. (3p)

Loésning och svar:

x? 1
1 11° 1 1 2
1 e e
6. En 12 meter lang jirnstang ska kapas i 5 delar av vilka 4 dr lika langa. De lika langa (6p)

delarna ska utgora den kvadratiska basen for ett tédlt, den aterstdende ska resas i mitten
vinkelratt mot basytan. Téltet spanns upp i pyramidform sa som figuren visar. Hur langa
ska delarna vara for att ge maximal volym av téltet? (Volymen av pyramiden #r basarean
ganger héjden dividerat med 3.)



Lo6sning: Kalla lingden (i meter) av de fyra lika langa delarna for x. Hojden i pyramiden
dr da 12 — 4z, sa volymen kan skrivas

2(12 -4 4
V(z) = 33(351:) = 42% — 3373.

Vi soker maximum av V(z) for 0 < z < 3. Derivatan ar
V'(z) = 8z — 42* = 42(2 — 2).
Stationér punkt: V/(x) = 0 <= = = 2. Teckenstudium ger att detta ir ett lokalt maximum.

Volymen antar alltsa sitt storsta virde da =2 (V(2) = 16/3).

Svar: Stangen ska delas i fyra bitar a 2 meter och en bit a 4 meter.

. Den takt med vilken ett istdcke véxer till vid konstant temperatur antas vara omvént
proportionell mot isens tjocklek. Lat f(t) vara isens tjocklek (cm) vid tiden ¢ (i timmar).
Skriv upp en differentialekvation som f loser, och bestdam f om isens tjocklek &r 1 cm vid
tiden t = 0 och 2 cm efter 1 timme.

Lo6sning och svar:
f loser differentialekvationen y' = % Separabel differentialekvation - vi kan skriva

dy _

— k.
Var

Integrering ger

2
/ydy: kdt<:>%=kt+c.

Vi har alltsa

t)? 1
f(2) = kt + C. Inséttning av f(0) = 1 ger C' = 3 Inséttning av f(1) = 2

3
ger nu k = 3 Eftersom f > 0 far vi

Ft) = 3L+ 1.

Lycka till!
Oscar Marmon

(6p)
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Trigonometri.
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)
cos(2z) = cos®(z) — sin®(z) sin(2z) = 2sin(z) cos(z)
sin®z +cos®z =1 1—|—tan2$:L2
cos? x
Linjir interpolation
a<c<b, f(a), f(b) kinda:  f(c) = f(a) + f(bl)):i:( ) (c—a)

Deriveringsregler
(f(@) +g(z)) = f'(z) + ¢'(x) (kf(2)) = kf'(x) (f()g(x)) = f'(2)g(x) + f(x)g (z)

(f(w)>' _ f'@)g(z) — f(2)g'(x)
9(z) (9(x))?

Nagra elementira funktioners derivator

D (zP) =pzP~' D(e") =¢€" D (e°) = ce™” D(a")=a"lna
_1 . _ o _ 2 1
D(lnz) = . D (sinz) =cosz D(cosz)=—sinz D (tanz)=1+tan"x = P
Tangent och normal i en punkt (a, f(a)) pa grafen till f(z)
Tangentens ekvation: y — f(a) = f'(a)(z — a) Normalens ekvation: y — f(a) = —ﬁ(m —a)

Numerisk 16sning av ekvationen f(z) = 0: Newtons metod

Startviarde xo, berdkna: x1 = zo — f,(xo) , upprepa enligt xpy1 = Tp — f,(xk) tills |f(xk+1)| &r litet nog.
f'(@o) [ (k)
Integralkatalog
“ zott 1
/m dx = a+1+0 (a £ -1) /;dm = Inlz|+C
/sinxdac = —cosz+C /cos xdx = sinz+C
1 1
/ s—dz = tanz+C / ——dx = —cotzx+C
cos? sin® x
/exdm = €&'+C /axdw = 2 40 (0<a#1)
Ina
[ fetang@as = [ s [ f@@te = Fag) - [ F@)g @i

Differentialekvationer

Differentialekvationen mx” (t) + cz’(t) + kz(t) = 0 har den allménna lésningen x(t) = C1e®'" + Cze®2" dér s; och
s2 dr 1osningar (s1 # s2) till differentialekvationens karakteristiska ekvation ms® +cs+ k= 0. Om S1,2 =a b
sd ar x(t) = e (C1 cos(bt) + Cz sin(bt)). Om s1 = s2 sd dr z(t) = e** (C1 + Cat)

Vektor (kryss)produkt

uXxv= (u17u27u3) X (U1»U2»U3) = (UQ'UB — u3v2, —(ulvg — U3Ul),U1’U2 — u2v1)

-( )

u2 us
V2 U3

U1 us
V1 OR]

U1 u
V1 V2

’ I




