Tentamen
MVE340 Matematik for Sjoingenjorer del 2

2012-05-24 8.30-12.30

Examinator: Oscar Marmon , Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt och rond: Oscar Marmon , telefon: 772 5889

Hjilpmedel: bifogat formelblad, typgodkind rdknedosa

For godként pa tentamen krdvs antingen minst 5 podng pa varje uppgift, eller minst 25 poing pa hela godkénd-
delen. Erhallen poéng pa arets deltentor far ersitta poidngen pa motsvarande uppgifter pa denna tentamen.

For betyg 4 eller 5 krévs dessutom 33 resp. 42 poéng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar ldggs ut pa kursens webbsida 25/5. Tentan réttas och bedéms anonymt. Resultat meddelas via Ladok
ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Information om granskning meddelas via e-post da tentan #r rittad.

Till samtliga uppgifter skall fullstindiga 16sningar redovisas. Motivera och férklara sa vil du kan.

Godkianddelen

1.

(a)

Till en funktion f har man foljande vardetabell:

z | 0 05| 1 [15] 2 [25] 3
F@) 00765706 |-1.7|-1.0 ] -0.1

Skissa grafen till f och finn ett ndrmevirde till f(1.8) med linjér interpolering.
Lo6sning och svar:

f(2) = f(1.5) —-1.7-0.6
1.8) =~ f(1. 2 7 (18—-15)=06+ —-—-0.3=—0.78.
f(1.8) = f(1.5) + 515 (1.8 5)=0.6+ 05 0.3 0.78
. r+1 " . . : :
Lat f(x) = sy Bestdm ekvationen fér tangenten och normalen till f:s graf i den
x

punkt déar z = 0.
Losning: Eftersom f(0) = 1/2, sa ar den sokta punkten (0,1/2). Med kvotregeln

berdknar vi: 1-(z+2)—1-(z+1) 1
L 1 (@ —1-(z _
f(ﬂj‘) = ($+2)2 B (.’,1;‘—1—2)2

Alltsa ar f/(0) = %, vilket &r tangentens riktningskoefficient. Tangentens ekvation &r
alltsa

1 1( 0) 1 n 1
——=—(z-0)<=y=-x+=.
VT2 YA
Normalens riktningskoefficient &r —1/f'(0) = —4, sa normalens ekvation &r
1 1
y——=-4(r—-0)<=y=—4r+ .
2 2
. 1 .
Svar: Tangentens ekvation: y = i + > normalens ekvation y = —4x + 3

Nedanstande graf visar derivatan f’(z). Ange i vilka intervall funktionen f(z) &r
viixande respektive avtagande.
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2]
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Losning och svar: f ir vixande da f' > 0, dvs i intervallen [—2,0] och [1,2], och
avtagande da f’ <0, dvs i intervallen [—3, —2], [0, 1] och [2, 3].

Skissa grafen till f(z) = 42® — 3z + 1 pa intervallet [~2,2]. Ange alla lokala maxima
och minima samt funktionens storsta och minsta virde pa intervallet.

1
Lésning: Vi deriverar: f/(z) = 1222 — 3. Kritiska punkter: f/(z) =0 & x = :i:§. Vi

gor en teckentabell

x| -1/2 1/2
fflx)| + 0 — 0 +
fx) | pY /
1
som avslojar att f har ett lokalt maximum da =z = —3 och ett lokalt minimum da

T = 1 Vi har dven ett lokalt minimum i intervallets vinstra &ndpunkt, —2, och ett
lokalt maximum i den hogra dndpunkten, 2. Vi gor en liten virdetabell
z | -2 -1/2 1/2 2
flx) |25 2 0 27

och skissar grafen

Svar: Lokala maxima: f(—1/2) = 2, f(2) = 27, lokala minima f(—2) = —25,
f(1/2) = 0. Storsta varde: 27. Minsta vérde: —25.

Bestam en approximativ rot till ekvationen f(x) = 0 med Newtons metod da f(z) =
423 — 322 + 22 — 1. Du kan vara nojd da | f(zy)| < 0.1.

Losning: Vi har f(0) = —1 < 0 och f(1) = 2 > 0, sa ekvationen har en rot i
intervallet [0,1]. Vi véljer startvirdet xp = 1. Vi behdver ocksa rikna ut derivatan:
f'(z) = 1222 — 6x + 2. Newtons metod ger

x1 =T — (o) = 0.75, f(z1) = 0.5,
2 =11 — J{,((”;)) = 0.6324, F(x1) = 0.0765.

Svar: 0.6324 (Svar mellan 0.5675 och 0.6401 &r acceptabla.)
Berikna arean av det begrinsade omradet mellan graferna till f(z) = 22 — 5 och
g(z) = 3 — 22, (Rita girna en figur.)
Losning: For att fa integrationsgrinserna behoéver vi rikna ut skdrningspunkterna
mellan de tva kurvorna, dvs de punkter x for vilka f(z) = g(x):

fx)=gx) e’ -5=3-2> 20’ =8c 1 =+2.

En figur:

(2p)



Vi har g(z) > f(z) for —2 < 2 < 2, sa den sokta arean blir

2 2
= — %) — (2% — €T = —22%) dx
A_:[2«3 ) —(z*—5)) d /;(8 2°%) d

2 4]° 16 16, 64
=8z —Za®| =16——"—(-16+ =)= — ~21.3.
[w 3"”}2 g (63 =3

Svar: %4 areaenheter.
En av de foljande tre funktionerna &r en losning till differentialekvationen (2p)
y —2y=2—¢.
Avgor vilken. (Motivera ditt svar.)
ft)=2—¢* g(t) = e + e —1, h(t) = sint — €.

Lésning: Om y = g(t), s dr 3y = ¢/(t) = 2e* + ¢!, vilket ger v — 2y = 2e? +ef —
2(e? el —1) =2 — €.

Svar: g(t)

Bestédm den 16sning till differentialekvationen y’ 4+ 3y = 0 som uppfyller y(0) = 5. (2p)
Lésning: Den allménna losningen #r y(t) = Ce™3. Begynnelsevillkoret ger Ce™30 =

5& C=5h.

Svar: y(t) = be 3.

Bestédm den 16sning till differentialekvationen y” + 6y’ 4+ 10y = 0 som uppfyller y(0) = (4p)
1, 4/(0) = 0.

Losning: Karakteristiska ekvationen s? + 6s + 10 har rotterna s = —3 £ 4, si den

allménna l6sningen &r
y(t) = e 3 (Acost + Bsint).

Da dr ¢/ (t) = —3e 3 (Acost+Bsint)+e 3 (—Asint+ B cost), si begynnelsevillkoren
ger

y(0)=A=1, y(0)=-34+B=0=>B=34=3-1=3.
Svar: y(t) = e 3 (cost + 3sint)

z + y — 2z =0
Los ekvationssystemet ¢ —x + 2y + 5z = 9 (2p)
2 + 4y — z = 8
Losning: Gausseliminering ger:

r 4+ y - 2z =0 1
-z + 2y + 5z = QJJ
2z 4+ 4y - 2z = 8
z + v — 2z = 0
= 3y + 32z = 9 3
2y + 3z = 8
T + y — 2z =0
—= y + z =3 -2
2y + 3z = 83
r + y — 2z =
— y + =z



Atersubstitution ger:y=3—z=1,x=—y+2z=3.
Svar:
r=3

z=2

Avgor vilka av vektorerna u = (1,1,1), v = (3,0,—3) och w = (1,2,1) som é&r
ortogonala (vinkelrita) mot varandra.

Lo6sning:

u-v=1-34+1-0+1-(-3) =0,
u-w=1-14+1-241-1=4:=#£0,
v-w=3-14+0-2+(-3)-1=0,

Svar: v dr ortogonal mot bade u och w. u och w ar ej ortogonala mot varandra.
Ange en ekvation for planet som gar genom punkten (1,1, —1) och &r ortogonalt mot
vektorn (3,2,1)

Lo6sning: Vektorn (3,2, 1) ar alltsa en normalvektor for planet, sa planets ekvation &r
3z +2y+ 1z = D, dér konstanten D beriknas genom att sétta in den givna punkten:

3.142-1+1-(-1)=D =D =4.

Svar: 3z + 2y + 2z =14

Bestam skérningspunkten mellan linjen (z,y, z) = (0,1,1) +¢(1, 1,0) och planet 2x +
3y —3z=05.

Losning: Vi sétter in x = ¢, y =1+t och z =1 i planets ekvation och l6ser ut ¢:
204+ 3(1+t)—3=5&bt=5<t=1.

Skarningspunkten ar alltsa (z,y,z) = (0,1,1)+1-(1,1,0) = (1,2,1).
Svar: (1,2,1)

(2p)

(2p)

(2p)



Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan
poédng pa denna del riknas in for att na godkantgriansen. Normalt krivs for podng pa uppgift att man redovisat

en fullsténdig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. En hungrig student séitter in en stek i en ugn pa 175°C. Stekens innertemperatur y(t) vid
tiden t kan da antas uppfylla differentialekvationen

y = k(175 — y)

for nagon konstant k. Bestdm den allménna 16sningen till denna (separabla) differentialek-
vation. Om stekens temperatur dr 8°C da den sétts in, och 16°C efter 10 minuter, hur lang
tid tar det innan temperaturen uppnar 70°C?

L&sning: Vi borjar med att observera att y = 175 &r en 16sning till differentialekvationen.
Om vi nu antar att y # 175, kan vi dividera bada leden med 175 — y och fa

1 dy
175 —ydt

Integrering ger

1
dy = [ kdt —In|175 —y| =kt + C

dér ¢ ar en godtycklig konstant. Exponentiering ger
175 — y = Coe™*t

diir Cy = +e= 1 # 0. Men eftersom y = 175 ocksa ir en 16sning kan vi dven tillata Co = 0.
Den allménna l6sningen blir alltsa

y=175—Ce ™ dir C &r en godtycklig konstant.

Begynnelsevillkoret y(0) = 8 ger 8 = 175 — C, dvs C' = 167. Villkoret y(10) = 16 ger

B In167 — In 159

16 =175 — 167¢ 10F — k o

~ 0.004909.
Vi ska nu bestdmma ¢ sa att y(t) = 70:

In167 — In 105
175 — 167¢ 0004909t _ 7y t= 7 ~04.5.
¢ — 0.004909

Svar: Efter ca 94.5 min.

6. Man vill tillverka en V-formad rénna genom att bocka en rektanguldr plat med dimension-
erna 40 cm X 1 m pa ldngden, se figur nedan. Bestdm det virde pa rédnnans hojd h som
gor att rdnnans volym blir maximal.

(6p)

(6p)



bh
Losning: Om b dr rdnnans bredd i m, sa ar volymen av rdnnan V = 1- > (m?). Pytagoras

sats ger att (b/2)% + h% = 0.22, s& b = 21/0.04 — h2. Inséttning ger volymen som funktion

av hojden:
V(h) = h"/0.04 — h2.

Vi soker alltsa det storsta virdet av V(h) for 0 < h < 0.2. Derivatan ar

h? .04 — 2h?
V(h) = V004 — 12 — 0.0

V00l —12  Vood—nZ

Stationidr punkt da V’'(h) = 0 <= h = /0.02 ~ 0.141. Man 6vertygar sig litt om att detta
ar en lokal maximipunkt, och att V' ddrmed antar sitt storsta viarde (V(1/0.02) = 0.02)
dér.

Svar: v/0.02 m ~ 14.1 cm. (Rénnans volym dr da 0.02 m? eller 20 liter.)

. Berdkna arean av det omrade som begrinsas av kurvorna y = sinx, y = xsinx och de
lodréta linjerna x = 0 och x = 7. (Rita figur och ténk noga igenom hur omradet ser ut!)

Losning: Vi bestdmmer samtliga skarningspunkter mellan de tva kurvorna:
zsinz =sinz <= (r — 1)sinz = 0 <= x = 1 eller z = n7 (n heltal).

Omradet vars area vi ska beridkna ser ut sa hir:

2 y =X sin x
15
1
0.5 y=sinx
05 1 15 2 25 3¥3.5

Arean ges alltsa av
1 ™
A= / (sinz — xsinx)dx + / (rsinz — sinx)dz.
0 1
Vi bestdmmer en primitiv funktion till z sin z med partiell integrering;:
/msin$d1‘ = —TCcosT + /cosa:d,a? = —zcosz +sinz.
Arean blir alltsa

T

A= [—cosx—i—xcosa:—sina:}é—i— [—xcosx—i—sinx—i—cosx]l

=7 —2sinl ~ 1.46.

Svar: m —2sinl ~ 1.46 a.e.

Lycka till!
Oscar Marmon
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Trigonometri.
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)
cos(2z) = cos®(x) — sin®(z) sin(2z) = 2sin(z) cos(z)
sin®z +cos®z =1 1—|—tan2$:L2
cos? x
Linjir interpolation
a<c<b, f(a), f(b) kinda:  f(c) = f(a)+ f(bl)):i:( ) (c—a)

Deriveringsregler
(f(@) +g(z)) = f'(x) + ¢'(x) (kf(2)) = kf'(x) (f(2)g(x)) = f'(2)g(x) + f(x)g (z)

(f(w)>' _ ['@)g(z) — f(x)g'(x)
9(z) (9(x))?

Nagra elementira funktioners derivator

D (zP) =pzP~' D(e") =¢€" D (e°) = ce™” D(a")=a"lna
_ 1 . _ o _ 2 1
D(lnz) = . D (sinz) =cosz D(cosz)=—sinz D (tanz)=1+tan"x = P
Tangent och normal i en punkt (a, f(a)) pa grafen till f(z)
Tangentens ekvation: y — f(a) = f'(a)(z — a) Normalens ekvation: y — f(a) = —ﬁ(m —a)

Numerisk 16sning av ekvationen f(z) = 0: Newtons metod

Startviarde xo, berdkna: x1 = zo — f,(xo) , upprepa enligt xpy1 = Tp — f,(xk) tills |f(xk+1)| &r litet nog.
f'(@o) [ (k)
Integralkatalog
“ zott 1
/m dx = a+1+0 (a £ -1) /;dm = Injz|+C
/sinxdx = —cosz+C /cos xdx = sinz+C
1 1
/ s—dz = tanz+C / ——dx = —cotzx+C
cos? sin® x
/exdm = €&'+C /axdx = 2 4c (0<a#1)
Ina
[ fetang@ae = [ s [ f@g@)te = Fag) - [ F@)g @i

Differentialekvationer

Differentialekvationen ma" (t) + cz’(t) + kz(t) = 0 har den allménna lésningen x(t) = C1e®'* + Cze®2" dér s1 och
s2 dr 16sningar (s1 # s2) till differentialekvationens karakteristiska ekvation ms® +cs+ k= 0. Om S1,2 =a b
sd &r x(t) = e (C1 cos(bt) + Ca sin(bt)). Om s1 = s2 sd dr z(t) = e** (C1 + Cat)

Vektor (kryss)produkt

uXxv= (u17u27u3) X (U1»U2»U3) = (UQ'UB — u3v2, —(ulvg — U3Ul),U1’U2 — u2v1)

-( )

u2 us
V2 U3

U1 us
V1 OR]

U1 u
V1 V2

’ I




