Linjir interpolering

I praktiska tillimpningar forekommer det ofta att man inte kidnner till ett exakt ut-
tryck for den funktion man dr intresserad av, utan endast dess virde i ett antal punkter,
tex genom mitningar. For att uppskatta funktionens vérde i andra punkter far man
anvidnda nagon form av interpolering.

Exempel. Antag att storheterna x och y uppfyller sambandet y = f(x), och att vi har
foljande data:

X 2 |3 4 S|6] 7 8 9 |10
y| 064198108108 (54|28]08| 0

—

Finn ett ndrmevirde till £(6.7).

Losning. Vi anvinder linjdr interpolering, d v s vi binder samman de givna punkterna
med rita linjestycken och ldser av det 6nskade virdet f(6.7) ur grafen (se figur 1).
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Figur 1: Ndrmevérde till £(6.7) genom linjir interpolering.

Snarare #n att visuellt ldsa av ndrmevérdet i figuren, rdknar vi ut det pa foljande sitt.
Ekvationen for den rita linjen genom de tva punkterna (6,8) och (7,5.4) ges av

54-8
= —-2.6.
7—6

y—8=k(x—6), dirk=

Med x = 6.7 far viy = 8 — 2.6 - (6.7 — 6) = 6.18, vilket dr vart 6nskade narmevérde.
O

Allmént kan vi alltsa, om vérdet av en funktion f #r ként i tva punkter a och b, dar
a < b, rakna ut ett ndrmevirde till funktionen i en punkt ¢ € [a,b] med formeln

fle)~ sy + OO )



Newtons metod

Vi vill nu hitta ett nollstille till funktionen f (dvs. en rot till ekvationen f(x) = 0),
se figur 2. Forst viljer vi ett lampligt startvidrde xo. Tangenten av f 1 punkten xg, dvs

Figur 2: Newtons metod

y = f'(x0)(x —x0) + f(x0), 4r en bra approximation for f i nirheten av xq. Dérfor &r
det rimligt att anta att ett nollstélle till tangenten ligger nédra det sokta nollstéllet till f.
Och vi sitter y = 0 i tangentens ekvation och 16ser ut x = x; far vi

f(x0)
f'(xo0)

Detta blir vart ndsta nairmevérde. Vi upprepar sedan proceduren, enligt formeln

Xk+1 = X — —f(Xk)

f'x)’

X1 = X0 —

tills vi uppnatt 6nskad noggrannhet.

3

Exempel. Finn en rot till ekvationen x> —x — 1 = 0 med Newtons metod.

Losning. Lét f(x) = x> —x— 1. Vi har att f(1) <0 och f(2) > 0, si en rot miste
finnas i intervallet [1,2]. Lat oss darfor vilja xo = 1.5 som startvirde. Nu behover vi

dven derivatan av f:
f(x) =3x*—1.

Med formeln ovan riknar vi ut nista narmevirde:

f(x0) s 1.53-15-1

=1. =1.3478...
(o) 3521 s

X1 = X0 —



For att se hur néra vi dr den sanna roten, riknar vi ut f(x;) = 0.1006... (vi behdver ju
anda detta virde i nésta steg). Nu upprepar vi proceduren och far

f(x1)
J'(x1)

=1.3252..., f(x2) =0.002058....

X = X1 —

Ett steg till ger
x3=1.3247, f(x3) = 0.0000009243....

Som synes nidrmar vi oss roten mycket snabbare @n med intervallhalveringsmetoden.
O

Numerisk integration

Anta att vi vill approximera integralen av funktionen i exemplet med linjér interpole-
ring ovan. D4 kan vi ta summan av areorna under varje linjestycke.

Exempel.

6 6.4+9.8 9.84+10.8 10.8+10 10+8 66.6
/f(x)dx%l- + +1- + +1- + +1- o _
2 2 2 2 2 2

I varje delintervall har vi alltsa anvént approximationen | : f(x)dx =~ (b—a) JM.

Denna metod att approximera en integral kallas trapetsregeln och ju fler intervall man
delar in integrationsomradet i desto bittre blir approximationen. 0

Ovningar

1. Till en funktion f har vi foljande vérdetabell:

X 1 2 3 4 |5] 6 7 819 | 10
fx)|-34|-27{-03[08[0|-03|13[30]|1.6]-27

Skissa grafen till funktionen for 1 < x < 10. Berikna ndrmevérde till £(3.7) med
hjélp av linjér interpolering.

2. Antag att storheterna x och y uppfyller sambandet y = g(x), och att vi har erhallit
foljande mitdata:

x102]112]120(33 |41 |50
y[80[|76(55|06|-17]-10

Berikna ett narmevirde till g(3.0) med linjér interpolering.

3. Bestdm en rot till ekvationen f(x) = 0 med Newtons metod, da



(@) f(x)=x>+2x+5, ) flx)=x —x—1.
Du kan vara ngjd da | f(xg)| < 1073,
4. Beridkna approximativt integralerna av funktionen i ovning 1.

(@ [} f(x)dx, (d) fo* f(x)dx.

5. Antag att storheterna x och y uppfyller sambandet y = f(x), och att vi har fol-
jande data:

x| 1 2 3 4 15| 6 7 8 19110
y|-1.7-1.1{-05(02|1|22|-14|28 4| 0

Berikna approximativt integralerna.

@) [ f(x)dx, (b) Jg £(x)dx.

Facit

1. Nirmevirde: f(3.7) ~ 0.47. Graf:

2 4 54 7 8 9\10
-1
2

2. £(3.0) ~ 1.73.

3. (a) —1.3284
(b) 1.2365

4. (a) —3.9
(b) 4.4

5. (@ —1.75
(b) 6.5



