Tentamen i Matematik, del A, for Tekniskt basar

Kurskod: MVE425

Telefonvakt: tel.

Datum: 16 augusti 2016

Tid for tentamen: 14.00 - 18.00

Hjilpmedel: Inga

Betygsgranser: Betyg 3: 20 - 31, Betyg 4: 32 - 41, Betyg 5: 42 - 50

“Beauty s the first test; there is no permanent place in the world for ugly mathe-
matics.”

(G.H. Hardy, 1877 - 1947)

1. Avgor om foljande implikation och utsaga &r sanna eller falska. (Motivera
ditt svar)

() A = B,déir A:3z—1=110ch B:2?=16

Svar: Sant, ty 3z — 1 =11 <= z=4ochx =4 — 22 =16.
Poidngsittning
Korrekt svar med godtagbar motivering

(b) |z +2|=|z|+|2|,Vz € R
Svar: Falskt, [t +2| = —(z+2)omx+2 <0 < x < —2, sa for
r<—=2blir —(z+2)=—x—2=|z|—|2| # |z| + |2
Podngsittning

Korrekt svar med godtagbar motivering

2. Forenkla och skriv foljande uttryck pa sa enkel form som mojligt

—3\2, 5
(a) (xy )y -y
r+y
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Podngsittning
Limplig ansats, (+1p)
Godtabar delférenkling
Korrekt svar
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L&sning:

Voris _
Poangsittning

Lamplig ansats, tex visar férstaelse for potensregler (+1p)
Godtabar forenkling

+1
Korrekt svar (+1p)

Svar:

(+1p)

3. Berédkna exakt cosv och tanv da sinv = % (3p)

Lésning: sinv = % innebdr att motstiende katet genom hypotenusan for-

3 . 5 a _ 5
héller sig som g <= ¢ = 2.

Vidare har vi att cosv = g och tanv = 7, dér a betecknar motstiende katet,
b betecknar nérliggande katet och ¢ betecknar hypotenusan. Pythagoras sats

ger 62 = 52+ b2 <= b =162 —52 = \/11. Detta ger da cosv = g och
tanv = 2=

V11

Svar: cosv = —V611

och tanv =

ﬁ‘m
—

Podngsittning

Lamplig ansats, tex bestdmma okénd katet mha Pythagoras, eller visa hur

sinv, cosv och tanv berdknas i en riatvinklig triangel (+1p)
Godtagbart svar av nagon av cosv och tan v (+1p)

Korrekt svar
(+1p)

4. Beriikna exakt den punkt pa cirkeln (z + 2)? + (y — 3)? = 16 som ligger
narmast linjen L : 3z — 4y — 12 = 0. (8p)



Losning: Rita t.ex. upp cirkeln och linjen i ett koordinatsystem. Den punkt
péa cirkeln som ligger ndrmast L dr den punkt som ligger pa en vinkelrit linje
till L genom cirkelns medelpunkt.

Fran cirkelns ekvation (z + 2)%2 + (y — 3)2 = 16 fas att medelpunkten ir
(—2,3). Skriver vi om linjen pa “k-form” far vi 3z — 4y — 12 =0 <—

= y = %x — 3, vilket ger riktningskoeflicienten k; = %. For vinkel-
rata linjer vet vi att kp -k = -1 <— k = —% for den linje vi soker.
Enpunktsformeln (anv. cirkelns medelpkt) ger nu den vinkelrita linjens ek-
vation y —3=—3(z+2) < y=—sz+41.
For att nu hitta pkt pa cirkeln som ligger narmast L beh6ver vi hitta skér-
ningspkt mellan cirkel och den vinkelréta linjen, dvs 16s

{ (242 + (y—3)* = 16

— 24 (—2x4+1-32=216

(+2)°2+ (42 -5)2=16 &= (@+2)2+ (-1(32+5))? =16 <
2? +dr+4+ 0224 8p 4 8 =16 = B2+ 10074 100 216 =

B@?+4r+4)=16 < L(z+2)??=16 < 2(z+2) =44 <

_ 412 _12_5_2 _ 12 o _ 2

r+2=2F = x=3 = £ ellerz=—= =—-%.

Eftersom vi soker punkten ndrmast linjen L &r inte z = —% relevant, alltsa
_2 _ 42,1 1

T=5 = Y=-35F3= "5

)-

U=

Svar: Den sokta punkten har koordinaterna (2, —

Poidngsittning
Lamplig ansats, tex rita upp cirkeln eller skriva upp linjen L pa “k-form”

Bestamt bade ekv for L och bestamt medelpkt for cirkel
Godtagbar fortsdttning tex visa att méaste hitta vinkelrdt linje
Visa hur vinkelrdt linje kan bestdmmas

Godtagbar ekv for vinkelrat linje
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Stélla upp relevant ekv.system
Godtagbar 16sning av ekv.system

Korrekt angiven punkt

. Los olikheten 223 < 722 + 5x — 4

Losning: Eftersom det oftast dr ldttast att underséka om ett uttryck ir
positivt eller negativt flyttar vi forst alla termer till ena sidan sa att

223 < 72?452 —4 < p(x) = 22% — 72> — 5z +4 < 0. Nu behdver vi hitta
rotterna till p(z) = 0, for att sedan undersoka i vilka intervall p(x) < 0.

p(z) =0 <= 22° — 722 — 52 +4 = 0. Enligt satsen om heltalsrotter ska ev
heltalsrotter vara delare till 4 = +1,+2 och +4 &r mdjliga heltalsrotter.
Testar: p(—1) = 0,p(1) = —6,p(—2) = —30,p(2) = —18,p(4) = 0,p(—4) =
—216. Vi ser da att # = —1 och & = 4 &r rotter till p(x) = 0 och enligt
faktorsatsen dr da x4+ 1 och x —4 faktorer till p(x). For att hitta tredje roten
till p(z) = 0 dividerar vi p(x) med (z + 1)(z — 4) = 2® — 3z — 4.

2z —1
2? =3z —4) 22°—T2? -5z +4

— 223 + 622 + 8z

— 22+ 3z +4
22 —3r—4
0

Detta ger oss p(x) = 22° — 722 —br +4= 2z — 1) (v + 1)(z — 4) =

=2(z — 3)(z + 1)(z — 5), dvs den tredje roten till p(z) =0 ir z = 3.

Ett annat alternativ ar att t.ex. utfora divisionen 202 — 9x + 4
v+1) 22°—7T2? — bz +4
— 223 — 222

— 922 — 5z

922 + 9z
4r + 4
—4x —4
0

Detta ger p(x) = 223 — 722 —5x+4 = (v +1)(222 — 9z +4), och da far vi 16sa
207 =92 +4=0 < 222 —3242) =0 < z=24+/8 -8 — o=
%i%, vilket ger rétterna x = %, samt x = 4, och da faktorerna :z:—% ochxz—4

sd att 2(2% — Jr+2) =2(z — 3)(z —4) = p(z) =2(z— ) (z—4)(z+1) .

Virdet pa p(x) kan nu undersokas med tex en teckentabell

z | <|-1|<|i|<]|4]<
z- |- -]-Jo[+[+]+
z+1 | - | 0O |+ |+ |+ |+ ]|+
z-4 -1 -1-1-1-101+
plg) | -0 | +[0]-]0]|+




Hirifran ser vi nu att p(z) < 0 om 2 < —1eller 1 <z < 4.

Svar: (z < —1)V (3 <z <4).

Podngsittning

Lamplig ansats, tex inse att behover hitta “rotter/intressanta x-virden”
Borja faktorisera 3e-gradspolynom

Godtagbar fortsittning tex bestdmma minst tva av rétterna pa acceptabelt
satt

Hitta alla tre “rotter/brytpunkter” och visa hur dessa kan anvéindas for att
16sa olikheten

Godtagbar understkning av tecken pa polynom och bestdmt nagot intervall

Korrekt angivna intervall

. Fyra kordor har ritats in i en cirkel enligt figuren nedan. Bestdm ldngden pa
kordan BD om AE =6 cm, BE =3 cm och CE =2 cm.

Losning:

Vinkel u och v &r randvinklar till samma cirkelbdge, C'D, och x och y &r
bada randvinklar till cirkelbdgen AB. Randvinkelsatsen ger da att u = v
samt att z = y, vilket innebdr att AADE ~ ABCE. Liangden pa strickan
BD = BE+DE, BE &r given och DE fas genom att utnyttja likformigheten
DE=4F «— DE=CE-4£=2.5=4cm.

Detta ger BD = BE+ DE =3+4 =7 cm.



Svar: BD =7 cm

Podngsittning

Lamplig ansats, tex insett att randvinkelsats behover anvindas
Godtagbar motivering av likformighet

Godtagbar berdkning av lingderna

Korrekt svar

2z — 4y + 5z = =33
. Los ekvationssystemet dr — y = —5 med eliminations-
2z 4+ 2y — 3z = 19

metoden.

.. 2rx—4y+52=—33 —2R1 = R;1R1 — R3 2x—4y+52z=—33
Losning: ¢ 4z—y =-5 Ty—10z=61  _1p,
—2z+2y—32=19 —2y+2z=—14 ——

Ty—10z=61 y—z="T

2x—4y+52=-—33 2x—4y+52=—33 4Ry — Ry ; —TRy — Rs
bytR3ochRy

y—z=T Ty—10z=61
{2:1: +z;775 {21 +z:775
Yy—z= —-1R Yy—z= —1R, R1; 1R: R.
Z3a—12 370 =4 SRR Bl

1
{me ——3*1 PRAZ! {33 =73
=, y =
= z=—4

Svar: ¢ = —%,y: 3,z=—4

Poidngsittning

Godtagbar ansats av eliminationsmetoden

Visar minst fyra godtaghara radoperationer
Godtagbar 16sning, med ev ngt teckenfel el liknande
Korrekt 16sning

. Undersék foljande ekvation 422 + 42 + cy? — 2cy + 1 = 0 och avgdr for vilka
viarden pa konstanten ¢ som ekvationen beskriver en cirkel, en ellips, samt
en hyperbel. Bestam #ven medelpunkt fér de olika kiigelsnitten.

Lésning: Cirkelns ekvation #r (x — x0)? + (y — vo)? = 72, diir (w0, yo) 4r cir-
2 2
kelns medelpunkt och r &r radien. Ellipsens ekvation &r (x*;go) + (y*bgo) =1,

dér (zg, yo) &r ellipsens medelpunkt och a och b &r ellipsens halvaxlar. Hyper-

belns ekvation ar (171950)2 — (y*b?;o)Q =1, dér (zg, yo) dr hyperbelns medelpunkt
och a och b ar halvaxlarna.

For att undersdka ekvationen med olika avseenden pé c vill vi skriva om den
pa kigelsnittens form, sa borja med att kvadratkomplettera m.a.p.  och y.

4 +dx+cy? —2cy+1=0 = (4(x2+x+i)+(c(y2—2y +1)+1=

e
— =
CHRCHRCANCS
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—
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10.

1+c < 4z+i)l+cy—1)12=c

Fran ekvationerna ovan for respektive kigelsnitt ser vi att om

4(z + 1)% + c(y — 1) = c ska beskriva en cirkel méaste ¢ = 4

= 4z +3)°+4y—-1)? =4 < (z+3)?+ (y—1)* =1, som ger en
cirkel med medelpunkt (—3,1) och radie r = 1.

Vidare far vi att 4(z + )2+ c(y —1)? = ¢ <= L(z+3)*+(y—1)? =1

c
och ser da att ekvationen &r odefinierad fér ¢ = 0,

om 0 < ¢ < 4 eller ¢ > 4 far vi en ellips med medelpunkt (—%, 1) och halvxlar
az% och b =1, och

N

om ¢ < 0 far vi en hyperbel med medelpunkt (—%, 1) och halvxlar a = %5
och b =1.

Svar: ¢ = 4 ger en cirkel med medelpunkt (—%,1), 0 < ¢ < 4 eller ¢ > 4 ger
en ellips med medelpunkt (—3,1) och ¢ < 0 ger en hyperbel med medelpunkt
(_%7 1)'

Poidngsittning

Lamplig ansats, tex visar hur ekv for olika kdgelsnitt ser ut, eller borjar
kvadratkomplettera.

Bade visar ekv, samt boérjar kvadratkomplettera

Godtagbar kvadratkomplettering av uttrycket

Godtagbart resonemang av vilket virde pa ¢ som ger en cirkel
Bestdmmer korrekt medelpunkten for cirkel

Bestdmmer godtagbara véirden pé c for ellips/eller hyperbel

Anger godtagbara virden pa c for alla kigelsnitten
samt medelpunkterna

. Formulera och bevisa den Trigonometriska ettan fér spetsiga vinklar.

Loésning: Se avsnitt 6.3

Poidngsittning

Godtagbar formulering av “ettan”

Godtagbar ansats av bevis, tex rita en figur, formulera Pythagoras sats eller
stilla upp nagra trigonometriska relatione

Tydligt och logiskt bevis

Visa att om tva linjer skdr varandra under réit vinkel s& giller det for rikt-
ningskoefficienterna ki och ko att ko = —kil

Loésning: Se avsnitt 12.5
Podngsittning
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Godtagbar ansats av bevis, tex skriva upp rita linjens ekv (+1p)
Lamplig fortséttning, tex rita en figur och markera vinklar, eller anv relation

mellan riktningskoefficient och lutningsvinkel (+1p)
Godtagbar motivering med ev vissa logiska luckor (+1p)

Tydligt och logiskt bevis av pastaendet
(+1p)



