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“I have discovered a truly remarkable proof which this margin is too small to con-
tain.”

(Pierre de Fermat, 1601 - 1665)

1. Avgor om foljande utsaga och implikation ar sanna eller falska (Endast svar
krdvs)

22 —4
xr— 2

(a) =z+2,VreR

Svar: Falskt, géller ej for x = 2
(b) P= Q,dar P:x>—-3o0ch@Q:2>-3
Svar: Sant, ty Dp ={z:2 > -3} C Dg ={z: 2 > -3}

2. Forenkla och skriv féljande uttryck péa sa enkel form som mojligt

(a) V3a2- /9

Losning: v/3a2 - /9a = v/3a2 - 9a = v/33a3 = V/33Va3 = 3a
Alternativt: v/3a2 - V/9a = (3a?)'/3(9a)'/3 = 31/3 . ¢2/3 . 91/3 . ¢1/3 =
_31/3. q2/3 . (32)1/3. q1/3 — 31/3+2/3 . g2/3+1/3 _ 3,

Svar: 3a

(b) (903 - 48)10
16015 . 4515 . 8110
(903 . 48)10 (2 . 32 i 5)30 . (24 . 3)10 -

16015 - 4515 . 8110 = (25 . 5)15 . (32 . 5)15 . (34)10 -
230 . 360 . 530 . 240 . 310

Losning:

1
_ _ 97075 970-70  £30-30 _ o5 _
= 375 515330 . 515300 _ 2 3 0 =2 n Ty

.1
Svar: 39



3. Berakna exakt sinwv och cosv da tanv = =

9
7

Losning: tanv = % innebar att motstaende genom nérliggande katet forhal-

i 9
ler sig som =.

b

Vidare har vi att sinv = % och cosv = %, dér a betecknar motstaende katet,
b betecknar nérliggande katet och ¢ betecknar hypotenusan. Pythagoras sats
ger ¢ = V92 + 72 = \/130. Detta ger da sinv = —2= och cosv = =

. - V130 V130
r: sinv = —= och = =
Svar: sinv g Och cosv = s

. Faktorisera polynomet P(z) = 923 + 212% + 4z — 4

Losning: Enligt satsen om heltalsrotter dr en ev heltalsrot till P(z) = 0
en delare till —4. Mojliga heltalsrotter ar da £1,+2 och +4. Provar dessa:
P(—1) =12 # 0,P(1) = 30 # 0,P(—2) = 0, alltsd & = = —2 en rot till
P(z) = 0 och enligt faktorsatsen ar da x + 2 en faktor till P(x).

Dividera nu P(z) med (z + 2) for att hitta 6vriga faktorer.

922 4 3z — 2
x+2) 923 + 2122 + 4z — 4
— 923 — 1822

322 + 4z
— 322 — 6z

—2x—4

2 +4

0

— P(z) =92% +212% + 42 — 4 = (x4 2)(92% + 32 — 2).

Undersok nu om 922 + 3z — 2 gar att faktorisera genom att se om det finns
reella rétter till 922 + 3z — 2 = 0.

92243z —2=0 <= 9@’ +32—2) =0 < 2+ iz -2 =0.
Losningsformeln for andragradsekvationer ger att

D = (%)2 —4- (—%) =1 > 0, alltsa finns det tva reella 16sningar till an-

1
dragradsekvationen, och dessa dr v = —4 + Q = —% + %
== $1:%0Ch1’2:—%.

Detta medfor att a:—% och a:+% ar faktorer till 9324—%56—% = 9224302 =

9(3«"—%)(1‘4-%) = 9x3+21:c2+4:v—4:9(x+2)(x_%)(33_1_%)_
Svar: P(z) = 9(z +2)(z - 3)(@ + )

(3p)



5. Los olikheten rt

:r;+8

Losning: 775 >z < 73

r—1

Séatt R(x) = %,déérfi(x) >0om —22+2r+8>00chz—1>0
samtidigt, eller —z2? 4+ 22 + 8 < 0 och z — 1 < 0 samtidigt. Detta undersoks

8>m
1

z+8
x—1

tex mha teckentabell. Faktorisera forst

dvs dér polynomet byter tecken. —z? + 2z +8 =

—z>0 <
48— :c+x>0 - —:cx—i—_2190+8>0

x-virden for R(z) &r x = —2,2 =1 och z = 4.
T <|-2|< 1 4| <
(z4+2) |+ 0 | - - - | -
-4 | - |- |- - 0|+
z-1 | - |- |- 0 + |+
R(z) |+ | 0| - | ¢jdef. 0] -

48
r—1

z(x—
z—1

1)>

0

Fran tabellen far vi nu att R(z) >0da x < —2ochda 1l <z <4.

Svar:

t§>xdé(x<—2)v

(a) Bestdm cirkelns medelpunkt och radie

Losning: Kvadratkomplettera uttrycket med avseeende pa x och y sa
att det kan skrivas pa formen (z — 20)? + (y — vo)

(1<z<4)

ar cirkelns medelpunkt och R &r cirkelns radie.

VMMdéﬁ+3x+y—Qy—H%—0¢#
32+ —2y+(3
444¢:(x+)1w

z? + 3z + (%)2

(y—1)7°=
Sa rog = —

Svar: Medelpunkten dr (—3,1) och radien &r R =

4

yozlochR

/65

2

2
2

)

-3

2
)% =

)?
2

—-13
i
4

Cirkeln pa bilden nedan beskrivs av ekvationen x? + 3z + y? — 2y —
I cirkeln &r triangeln ABC inskriven. Strickan AB forléngs till punkten D sa
att BD har samma lingd som cirkelns radie.

V65
2

0 = (z+

3

2

—x2 422+ 8 for att hitta nollpunkter,
—(x+2)(z+4). Intressanta

13=0

2 = R? dar (o, Yo0)

)+

(5p)

(4p)



(b) Om vinkeln x ar 50°, hur stor ar da vinkeln y?

L&sning:

Enligt randvinkelsatsen ar vinkeln v = 20 =— wu = 100°. Vinkel u ar
toppvinkel i den likbenta triangeln AMB med basvinklar v, vinkelsumman
i en triangel ar 180° — v = M = 40°. Yttervinkelsatsen ger att
w = 180° — v = 180° — 40° = 140°. Eftersom strickan BD &r lika lang som
cirkelns radie &ar dven triangeln BMD likbent, vilket medfor att vinklarna y
och z ar lika stora. Allltsa ar y = M = 20°.

C

Svar: y = 20° da xz = 50°.

2 — 6y + 4z = 3

. Los ekvationssystemet ¢ 3z + 6y + 5z = 7 med eliminations-
4 — 2y + 6z = 5
metoden.
. 2c—6y+4z=3 1/2R x—3y+2z=% —3R; = Ry ; —4R; — Rg
Lo6sning: q 3z+6y+52=7 3x+6y+52=7
4z —2y+62=>5 4x—2y+62=5

15y—2=2 —— y— %z:

_3 _ _3

m_3y+2’27§ 1/15Ro z 3y+227% 3Ry — Ry ; —10Ry — R3

2 6
10y—2z=-1 10y—2z=-1

9,
T Jrlgz_21 T +%z:2 T :—%
— T RZ=—= _ 1., 1 _ . _ 3
) _15éz7_6§ 3/4R3 yfﬁz:fg 9/5R3 — Ry ; 1/15R3 — Rao y __ﬁ
32= z=2 z=2
_ 8 _ 3 _
Svar: z = —¢,y = 75,2 = 2

8. Undersok hur méanga losningar ekvationen |3z — 1| — |22 + 4| = K har for

(3p)

(4p)



NS B —1]—[22+4|

olika vérden pa K. Skissa grafen till |3z — 1| — |2z + 4| for att illustrera ditt
svar.

Losning: For att kunna skissa grafen till uttrycket, och pa sa sétt undersoka
antal 16sningar for olika virden pa K, behdver vi ta reda pa hur uttrycket
ser ut for olika véarden pa x.

Bestam forst brytpunkterna till uttrycket |3z —1|—|22+4|. Dessa fas gnm att
skriva om [3z —1|—|22+4| <= 3|lz—3$|-2[z+2| = brytpunkteriz = }
och x = —2. Studera darfor de tre intervallen: I: z < =2, II: =2 <z < % och
Iz > §

Il3r—-1<0 = [3z—1=—-Bx—1)och 2z +4 <0 = |2z +4] =
—(2z +4).

Daar [3x—1|—[204+4| = —(3z—1)—(—(22+4)) = —3x+14+22x+4 = —x+5.
Sa i intervall I beskrivs uttrycket av den rdta linjen y = —x + 5.

II: 33—1 <0 = [3z—1|=—(3z—1) och 22+4 > 0 = |2z+4| = 2z+4.
Daér |3z —1|—|22+4| = —-Bz—1)—(22+4) = -3z+1—-2x—4 = -5z —3.
Sa i intervall II beskrivs uttrycket av den rita linjen y = —5z — 3.
IM:3z—1>0 = [3z—1|=3z—1och2x+4>0 = |20+4]| =2zx+4.
Daar |3z —1|—[204+4|=3r—-1—-—(22+4)=3r—-1—-2r—4=2—-5.S4i
intervall III beskrivs uttrycket av den rita linjen y = z — 5.

—r+5 <=2

Skissa nu [3z — 1| — 2z +4| = —5z—3 :-2<az <%
r—5 :xZ%

(6p)

24

p(x) a 5 (0.33, -4.67)




10.

Riktningskoefficienterna for linjerna i bade intervall I och II &r negativa, men
for linjen i intervall I1I &r riktningskoefficienten positiv. Sa& om K &r mindre
an y-vardet i skirningspunkten mellan linjerna y = —5x — 3 (intervall IT) och
y = x — 5 (intervall IIT) kommer ekvationen inte ha nagon 16sning. Om K &r
storre an y-vardet i skirningspunkten kommer ekvationen ha tva losningar,
och om K ar lika med skiarningspunktens y-varde har ekvationen en losning.
Berédkna darfor skdrningspunkten, dvs 16s ekvationssystemet {y:75x73. Far

y=x—5
5 _ _1 _1_15_ _14
dd =dr—-3=2-5 = =35 — y=35—3 =—3.

Svar: Ekvationen |3z — 1| — |2z + 4| = K saknar 16sning om K < —%, har

en 16sning om K = —% och har tva l6sningar om K > —%.

Hérled 16sningsformeln for en andragradsekvation, samt ange i vilket fall
reella rotter saknas.

Losning: Se avsnitt 8.6

Formulera och bevisa Satsen om heltalsrotter.

Losning: Se avsnitt 9.3

Lycka till!

(4p)

(5p)



