Losningsforslag till tentamen 5 jan 2015
Matematik, del A, for Tekniskt basar

1. Forenkla och skriv féljande uttryck pa sa enkel form som maojligt

(a)

1231 . 2118
92817 . 3615 . 319
Losning: 127217 =
2817 . 3615 . 319
(22 . 3)31 - (3- 7)18 B
- (22 . 7)17 . (22 . 32)15 .39
962 . 331 318 718
934, 717 . 930 . 330 . 319
_ 962-34-30  931+18-30-19 718-17 _ 9-2 = _ ZZ
Svar: 7/4
1 3
T+ 2 + 2 4+x—2
. 1 3
Losning: x—|—2+x2—|—x—2:
1 3
- x—i—2+ (x +2)(z—1) -
B r—1 o
e+ —1)  @+2)@—1
T+ 2 1

(e 2w —1) w1
Svar: 1/(z — 1)

Berédkna sinv, da v = arctan4.

tan? v 42 16

1+ tan?v - 1+42 17

Lésning: sin?v =

T o s . 16 4

Eftersom 0 < v < 5 sa foljer det att sinv = \/177 =7
Alternativt kan man rita en ratvinklig hjilptriangel dér,
den till vinkeln v, narliggande kateten har langden 1 och
motstaende katet har langden 4. Dérefter kan man berékna
hypotenusans lingd till v/17 med hjilp av Pythagoras sats,
varpa virdet pa sinv kan berdknas per definition av sinus
som motstaende katet delat med hypotenusan dvs. 4/1/17.

Svar: 4/y/17

(4p)

(3p)




(b) Berékna omkretsen av en ratvinklig triangel dér
hypotenusan ar 3 cm och en av vinklarna ar 30°. (3p)

Losning: Kateternas langder ér;
a9l T _ 93
3sin & = 35 resp. 3cos L = 3%°
sa triangelns omkrets ar;
34243 =3 (343)

Svar: % (3 + \/3) cm

3. Beriikna volymen av ett klot vars skal har arean 6 cm?
(skriv svaret pa sa enkel form som mojligt). (4p)

Lo6sning: Om R ar klotets radie sa far vi;

ATR?’ =6 = R:,/i
2

varpa klotet volym kan beraknas till;

3
dm g A [3) _4r 3 /3_2/3_\/6
3 3 2r ) 3 27V2r Vor Vn«
Svar: 1/6/7 cm?

4. Bestam medelpunkt och halvaxlar for den ellips som
beskrivs av ekvationen 2% +4x +4y?> -8y —1=0.
Skissa sedan ellipsen. (4p)

Losning: Kvadratkomplettering ger att;
P4 +4P-8y—1=0
(z+2)2—4+4((y—-1P2-1)-1=0 <
(z+2)*+4(y—1)7°=9 <

(G+2° -1
32 (3/2)2

sa vi avlaser att;

Svar: Ellipsens medelpunkt dr (—2, 1) och
ellipsen har halvaxlarna a = 3 resp. b = 3/2.

5. Bestam koeflicienterna a, b och ¢ sa att andragradskurvan
y=az® +bxr +c
gar genom punkterna (—1;6), (1;0) och (2;3). (5p)

Losning: Kurvan gar genom punkten (—1,6) om z = —1 och y = 6
uppfyller ekvationen y = ax?+bx +c, dvs. om 6 = a — b+ c. Av samma
skél gar kurvan genom punkterna (1,0) och (2,3) om 0 = a+ b+ ¢ och
3 =4a + 2b+ c. Sa vi soker en 16sning till ekvationssystemet;

a — b + ¢ =6
a + b + ¢ =0
4a + 26 + ¢ = 3



Ekvationssystemet kan 16sas steg for steg med eliminationsmetoden;

a — b + ¢ =6 a — b + ¢ = 6
a + b + ¢ =0 & 2b = —6 <«
4da + 20 + ¢ = 3 60 — 3¢ = =21
a + ¢ = 3 a = 2
- 3c = =3 c = 1
Svar: a =2,b=—-3,c=1
6. (a) Skissa kurvan y = |z — 1| — 2|z| (3p)

Losning: "Brytpunkterna” for uttrycket |z — 1| — 2|z| dr 2 = 0
och z = 1, sa vi studerar uttrycket var for sig i de tre intervallen
Hz<0,(I)0<a<1, (III) z > 1.

(I) Omax <O0saér|z—1]—2z|=—(x—1)—2(—x)=z+1

(II)OmO0<z<lsddr|z—1]—2z|=—(x—1)—2z=-3zx+1

(IIl) Omz >1saérjz—1| —2z|=2—-1—-2x=—x—1
y=x+1, daz <0

Sa kurvan bastar avde tredelarna ¢ y= -3z +1, da0<zxr <1
y=—xr—1, daz>1

(b) Hur ménga lésningar har ekvationen |z — 1| —2|z| = C,
for olika virden pa konstanten C'7 (2p)

Losning: Fran skissen i deluppgift (a) avlaser vi att;

tva losningar om C' < 1
Svar: Ekvationen har ¢ en losning om C' =1
inga 16sningar om C' > 1

r—1 1

< = 6
r+1 2 (p)

Losning: Vi studerar de tva olikheterna var for sig;

7. Los dubbelolikheten —2 <

1 1

o<t 4T 950 &
r+1 r+1

3x+1 1
>0 & < —=1)V >

r+1 © (@ JViz==3)

r—1 1 r—1 1

<= & — =<0
x+1 2 x+1 2
1 3
PR _
<0 & —-1l<zx<3
z+1

Sammantaget far vi att de x som uppfyller bada olikheterna ér;

Svar: —% <zr<3



8.

9.

Bestdm avstandet fran punkten (1,1) till linjen 3x 4 6y = 4

Losning: Vi borjar med att ta fram den punkt pa linjen 3z + 6y = 4
som ligger ndrmast (1,1). Detta kan vi géra genom att berdkna skér-
ningspunkten mellan linjen 3z 4+ 6y = 4 och dess normalinje genom
(1,1). Notera att 3z + 6y =4 < y= —%a: + % sé linjens riktningsko-
efficient ar k = —%. Normallinjens riktningskoefficient &r darfor ky = 2
(ty kky = —1) och enpunktsformeln ger att den sokta normallinjen
har ekvationen y — 1 =2(x — 1) & y =2z — 1. Om vi ersitter y med
2z — 1 i den ursprungliga linjens ekvation far vi;

3r+6(2r—1)=4 & 1z=10 & ng
Motsvarande y-véarde far vi genom inséttning av x = % i nagon av de tva
linjernas ekvationer t.ex. y = 2% —1= % Den sokta skdrningspunkten
ar alltsa (%, %), som alltsd ar den punkt pa linjen 3x + 6y = 4 som
ligger ndrmast (1,1). Det sokta avstandet kan vi sedan berdkna med
avstandsformeln;

(03 (5) i

Alternativt skulle vi istdllet kunna undersoka nar avstandet fran en
punkt (z,y) pa linjen 3x 4 6y = 4 till punkten (1, 1) blir som minst dvs
bestimma det minsta viirdet pa /(z — 1)2 + (y — 1), d& 3z + 6y = 4.
Insattning av y = —%x + % i uttrycket \/(z — 1)2 + (y — 1)? ger;

D)

Har avlaser vi att det minsta vardet antas da x = % vilket ger avstandet;

5 4 5

49 3
Svar: v/5/3

(a) Visa att om r dr en heltalsrot till en tredjegradsekvation
a3z + asx?® + a1 + ag = 0, med reella heltalskoefficienter
ag, a1, as och as, sa ar r en faktor i ao.

(b) Formulera och bevisa konjugatregeln (for n = 2).

(6p)



