Losningar for tenta i MVE425 Matematik, del A 2019-01-08 kl. 08:30-12:30

1. (a) Svar: Fyra viktiga byggstenar for en matematisk teori ér:
e Definitioner
e Axiom
e Satser
e Bevis

(b) VAalj (minst) tva av foljande beskrivningar:

Definitioner anvinds for att infora olika objekt och egenskaper (exempelvis
"cirkel” eller "delbar med 3”).

Axiom ar grundforutsittningar som talar om hur de definierade objekten fun-
gerar och vilka egenskaper de har (till exempel "genom tva olika punkter
gar precis en linje”).

Satser ar pastaenden om de definierade objekten och egenskaperna, som ar
sanna under vissa angivna forutsattningar.

Bevis ar argumentationskedjor som talar om att en viss sats géller (och ofta
ocksa varfor den géller).

(¢c) Likhetstecken anvands mellan storheter (eller uttryck, eller virden) som dr

lika, till exempel
P —1=(z—1)(z+1).
(Det &r inte sa vanligt att likhetstecken felanvinds pa andra satt 4n som
beror pa réknefel eller liknande.)
Implikationspilar anvinds mellan tva utsagor (pastdenden), P och @, om )
alltid &r sann sa fort P ar sann. Detta skrivs da P = @), och exempel pa
korrekt anviandning &r
r=—-1=2=1.

Vanlig felanvindning &r att anvianda implikationspilar som beteckning for
"nasta steg i min utrdkning”, exempelvis
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9 73
FEkvivalenspilar innebar tva implikationspilar (som fortfarande méste sta mel-
lan tva utsagor), si P < @ betyder att bade P = () och @) = P géller.
Exempel pa korrekt anvandning ar
y—2

y:3x+2<:>x:—3 .

Typisk felanvandning av ekvivalenspil ar att anvianda den istéllet for lik-
hetstecken, som i
2 —1e (v—1)(z+1).

2. (a) Vi forlanger braken i tédljaren till gemensam namnare, skriver dem pa gemen-
samt brakstreck, och forenklar sedan dubbelbraket:

a + 2b a(a—2b) + 2b(a+2b) a®—2ab + 2ab+4b?
s T an e | @) | oo T e
a+2b - a+2b - a+2b
a?—4b? a?—4b? a?—4b2
2 —2ab4-2ab+4b>
e a? 4 a? — 4 a® + 4D
a+2b a? —4b2 a+2b a+2b

a?—4b?

. i a?44b?
Svar: Uttrycket blir -5~



(b) Vi utfor polynomdivision:

= =322+ 22 + 2

222 45| 62* — 4z — 1922

— (62" — 152?)
0 — 423 — 4a?
— (=423 + 10x)
— 42% — 10x
—(— 42® +10 )
— 10z —10

Svar: Kvoten ar —3z2 + 2z + 2 och resten ar —10z — 10.

3. (a) Lat x vara antalet bilslap av den mindre modellen och 1at y vara antalet bilslap
av den storre modellen som producerades under manaden. Totalt producera-
des x4y = 260 bilslap, och de har sammanlagt 2x+4y = 740 hjul. Tillsammans
ger de tva ekvationerna det linedra ekvationssystemet

T+ y =260
2x + 4y = 740.
- : : , r+ y =260
Svar: Bilslapsproduktionen beskrivs av ekvationssystemet ,
2z + 4y = 740

dar x ar antalet slip av den mindre modellen och y ar antalet slap av den
storre modellen.

(b) Systemet fran (a): Eliminationsmetoden ger

T+ y =260 T+ y=260 x =150
= =
22 + 4y = 740 2y = 220 y = 110.

Icke-slip-systemet: Eliminationsmetoden ger

3r42y=2 [3TT2=2 32+ 2y = w=—4
g 1 7T &
or +3y =1 —y = Y = y= T.

5 )
: : i z =150
Svar: Ekvationssystemet i (a) har lésningen 110 ° Det byggdes 110
y —_=
fyrhjuliga slap. (Losningen till det alternativa ekvationssystemet ar x = —4

ochy=717)

4. Vi borjar med att hitta brytpunkterna, z = —% och x = 1, fér absolutbeloppen. Vi
far tre olika fall att betrakta.

Om xz < —%: Har far vi
1
2z +1)—4(z-1)=4 & —b6r+3=4 <& x:—g,

som &r en falsk rot, eftersom den inte uppfyller x < —%.



5.

6.

Om —% < < 1: Har far vi
1
2t +1—-4(z-1)=4 & -2r+5=4 <& T=3,

som fungerar, eftersom den uppfyller —% <z <l
Slutligen, om 1 < x: Har far vi

wtl+dlr—1)=4 & 6r-3=4 x:g,

som fungerar, eftersom den uppfyller 1 < z.

1

_ T
2och:z:_ﬁ.

Svar: De enda losningarna till ekvationen ar x =

Vi flyttar 6ver allt till samma sida, satter pa gemensamt brakstreck, och faktoriserar:

24x - 1 - 2+4+x 1 20 o

3 4+2r x—a2 3+ 2r  x— 22

2 1 2 1-— —1-(x242
+r -0 o 2+ 2)(1—x) (l‘+)>0 -

(22 +2) z(l—x) z(z?2+2)(1 —x)

2—2x+x—x2—x2—2>0 - —x — 222 S0 o

z(z? 4+ 2)(1 — x) z(z? 4+ 2)(1 —2)

14+2 2 1

(2?2 +2)(1 —x) x(r—1)

Eftersom z?+2 > 0 for alla 2 kunde vi multiplicera bort faktorn 2%+ 2 i sista steget
utan att oroa oss for att behova vinda olikheten.

z(2z+1) 1
z(x—1) 29

Da x = —% och da x = 1 sker verkligen teckenbyten eftersom det finns ett udda
antal faktorer som motsvarar de nollstéllena, men vid x = 0 sker inget teckenbyte
(faktorn z finns med tva ganger). Eftersom vénsterledet ar positivt (= 5) for x = 2
kan vi nu utan alltfor stor moda rita upp foljande forenklade teckentabell:

_|_

> T

Mojliga punkter for uttrycket att byta tecken i ar x = x=0,ochx=1.

|

N | =
)
—_

(OBS! Teckentabellen gor inte ansprak pa att visa hur grafen ser ut!)
Svar: Olikheten géller om z < —% eller 1 < z.

(a) Eftersom koefficienterna framfér 2% och y? har samma tecken kan vi misstinka
att det ar fraga om en ellips, men det skulle kunna vara sa att ekvationen
saknar 16sningar (men da hade fragan varit felstélld, eftersom det da inte hade
varit nagot kagelsnitt). For sikerhets skull, och eftersom vi d&nda har nytta av
rakningarna senare, kvadratkompletterar vi:

=2+ 9+ 18y +1=0 &
2’ =20 +1-1+91*+2y+1-1)+1=0 &
(z—1)? (y+1)2
(x—1)*  (y+1)?
(z—1°+9y+1)1*=9 < w T b
Detta ér, precis som vi misstankte, ekvationen for en ellips.
Svar: Ekvationen beskriver en ellips.




(b)

Kvadratkompletteringen vi gjorde i (a) ledde till ekvationen
-1 2 1 2
@=1  w+1P
32 12

och ur denna kan vi lasa ut att ellipsen har medelpunkt i (1,—1) och har
halvaxlarna 3 (i z-led) och 1 (i y-led).
Svar: Ellipsens medelpunkt &r (1, —1), och ellipsens kurva ser ut sa hér:

1»
-
Ekvationen
-1 2 2
w—1° W+
32 12
ar en andragradsekvation i y. Vi far
(x—1)?  (y+1)? 2 (z—1)
(z —1)?
Eftersom y > —1 blir y = —1 4+ 4/1 — (x§21)2. Uttrycket beskriver évre halvan

av ellipsen, och ér definierat for alla x som uppfyller —2 < x < 4.

Svar: Vifary=—-144/1— (mgzly, som ar definierat d&d —2 < x < 4.

Hundens omrade indelas naturligt i en ratvinklig triangel och tre cirkelsektorer
enligt figuren nedan. Vi markerar ut ett par kdnda strackor och vinklar, och
infor beteckningar for nagra obekanta strackor:




Vi borjar med att 16sa ut strackorna x och y:

— =sin60° = \/_ﬁ & 12=3V3m
6 m 2

respektive

v 60° = & o 3
= COS = = = ol
6m 2 y

Triangelarean A; blir

A1 = % = % IIl2.
2 2
Ag ar arean av en cirkelsektor med vinkeln 60° och radien 3m, och alltsa blir
60 97 3T
A2 == % ST (31’11)2 = FmQ = ?mQ.

P& samma sitt ar Az och Ay areaor av cirkelsektorer (med olika radier och
vinklar), och vi far

30 8lw ,  2im

_— — . . 2:
A3_360 - (9m) T T m
respektive
90 323 — V3)%r
A= 2 r (om -V = PO VI
99—-6V3+3)mr , 9(12—-6V3)1r , bdr—2TmV/3

Sammanlagt blir arean av hundens rorelseomrade
A=A+ A+ A3+ Ay =
18v/3 bm o 2Tm o 1087 — 547/3 .

_ 2 _

e 4 -
18v/3 + 1417 — 547v/3 3

- V3+ 47T 3 m? = 1(6\/3 + 477 — 187V/3) m?.

Svar: Hundens rérelseomrade har arean 3(6v/3 + 477 — 18m/3) m?. (Detta
blir ca 45m?).

(b) Skalan 1:100 innebér att alla langder avbildas som en hundradedel av sin egent-
liga lingd (dvs en verklig meter blir en centimeter pa skissen). Langdskalan

ges av § = Wlw och areaskalan blir S? = ﬁ7 sa pa skissen far hundens

rorelseomrade arean

3

Agiiss = S Z(6\/§ + 47T — 187r\/§) m? =
3
400

— %(6\/5 + 477 — 187V/3) cm?.

(6v/3 + 471 — 187V/3) m? =

Svar: P4 skissen blir arean 3(6v/3 + 477 — 187m/3) cm?.
8. Se boken, bevisforslagen pa kurshemsidan, eller anteckningarna fran forelasning 17.

9. Se boken eller bevisforslagen pa kurshemsidan.



