Sammanstallning av bevis
MVE425 Matematik, del A, hosten 2018

1 Pythagoras sats (avsnitt 5.4)

Sats (Pythagoras sats). [ en ratvinklig triangel, vars kateter har lingderna a och b,
och vars hypotenusa har laingden c, gdaller sambandet

a? + b = (1)

Bevis. Betrakta en kvadrat vars sidlangd &r a + b, och dela in den pa tva olika
sitt enligt figurerna nedan:
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[ ] [ [ ] [
b a a b

I den hogra figuren observerar vi att det blir en kvadrat med sidan c¢ inuti den stora

kvadraten, eftersom alla sidorna ar lika langa och vinkeln i varje horn blir 90°.
Sammanlagda aran A maste vara samma i bada fallen. I vanstra figuren kan vi

beréka arean genom att addera areorna for de fyra rektanglarna (tva ar kvadrater),

och vi far
A =ba+a*®+b*+ab = a®+ 2ab + b*. (2)



I hogra figuren har vi en kvadrat i mitten samt fyra trianglar med samma area,
och sammanlagt blir

A202—|—4-%b:c?+2ab. (3)

De tva uttrycken for arean ger oss
a? + 2ab+ b* = ¢ + 2ab < a® + b* = &, (4)
vilket visar satsen. O

2 Randvinkelsatsen (avsnitt 5.5)

Sats (Randvinkelsatsen). Medelpunktsvinkeln till en cirkelbage dr dubbelt sa stor
som en randvinkel till samma cirkelbage.

Geometriskt sett finns det tre olika fall att betrakta:

Ni behover bara kunna bevisa satsen for fallet som visas i den vénstra figuren ovan.

Bevis. Drag en diameter genom randvinkelns vinkelspets, enligt figuren.




Denna kommer att dela randvinkeln i tva delar, 5; och (s, s att 8 = 1 + s,
och pa samma sitt delas aven medelpunktsvinkeln « i tva delar, oy och ay, séa
att @ = aq + as. Pa vardera sida om diametern uppstar likbenta trianglar, och i
bada dessa ar de tva vinklarna ute vid cirkeln lika stora.

I den vénstra triangeln ar tva vinklar 51, och den tredje vinkeln, som ar en sido-
vinkel till aq, dr alltsa 180°—23;. Alltsa ar ay = 283;. Med ett likadant resonemang
for den hogra triangeln far vi ap = 20,.

Vi har nu att a = a3 + ay = 26, + 206, = 2(f1 + B2) = 23, vilket ju var det som
skulle bevisas. ]

3 Trigonometriska ettan (avsnitt 6.3)
Sats (Trigonometriska ettan for spetsiga vinklar). Om 0° < a < 90° gdller det att
cos’ o+ sin® o = 1. (5)

Bevis. Vi utgar fran foljande rétvinkliga triangel:

a
Pythagoras sats ger oss a? + b? = ¢2, som vi kan skriva om enligt

2 b2 2 bQ
a2+b2202<:>%+§:1<:><%>+(5) =1 (6)

b

Enligt definitionen ar cosar = ¢ och sino = 2, s alltsé &r cos® a + sina=1. O

4 Kuberingsreglerna (avsnitt 8.2)

Forsta kuberingsregeln siger att (a+0)% = a®+3a?b+3ab*+b3, och bevisas genom
att multiplicera ihop parenteserna:

(a+b)° = (a+b)(a+0b)?*=(a+0b)(a®+2ab+b*) =
——
kvadreringsregeln (7)

= + 2a°b + ab® + ba® + 2ab® + b® = a® + 3a® + 3ab? + b°.



Andra kuberingsregeln siger att (a —b)3 = a® — 3a®b+ 3ab* — b, och bevisas ocksa
genom att multiplicera ihop parenteserna:

(a—b)* = (a—0b)(a—0b)?=(a—b)(a® - 2ab+b*) =
N——
kvadreringsregeln (8)

=a® — 2a%b + ab’>—ba® + 2ab* — b® = a® — 3a® + 3ab® — V°.

5 Konjugatregeln och o’ — b° (avsnitt 8.4)

Konjugatregeln siger att a® —b* = (a—b)(a+Db), och bevisas genom att helt enkelt
multiplicera ihop parenteserna. Detta ger

(a=b)(a+b) = a* + ab—ba — b* = a® — b*. 9)

Motsvarande regel for a® —? ar a® — b = (a—b)(a®+ab+b*), som ocksa bevisas
genom att multiplicera ihop parenteserna. I detta fallet ger det

(a—b)(a® + ab + b?) = a® + a’b + ab*—a®b — ab® — b* = a® — b>. (10)

(Som bonus far vi a®+b* = (a+b)(a® — ab+b*) genom att byta ut alla b mot —b.)

6 pg-formeln (avsnitt 8.6)

Sats (pg-formeln). Om p* > 4q ges ldsningarna (eller losningen, om p* = 4q) till
andragradsekvationen x* + pr 4+ q =0 av

x:—gi (g)Q—q. (11)

Beuvis. Vi kvadratkompletterar vinsterledet i ekvationen, och far

2 2 2 2
x2+px—|—q:i€2+2-g-x+<§>1—<g> +q:($+§> —(g) +q. (12)

Detta skall vara lika med noll, dvs
2 2 2 2
(=+3) - (5) +q:f“:*( 2) =(5) -
(13)
x—l———j:\/ q@x———i 12)

som géller under forutsittning att uttrycket under rottecknet inte ar negativt. [J



7 Faktorsatsen (avsnitt 9.3)

Sats (Faktorsatsen). Om x = a dr ett nollstdlle till polynomet p(z), dvs p(a) =
sa ar x — a en faktor i p(x). (Det finns alltsa ett polynom q(x) sadant att p(x)

(z —a)q(x).)

Bevis. Enligt divisionsalgoritmen (polynomdivision) vet vi att det finns entydiga
polynom ¢(x) och r(z) sidana att

p(z) = q(z)(x —a) +r(z), (14)

dér gradr(z) < grad(z — a) = 1. Eftersom gradr(z) < 1 maéaste r(z) vara en
konstant. Samtidigt ar

0= p(a) = ga)(a —a) +r(a) = r(a), (15)

sa r(x) maste vara konstanten noll. Alltsa ar p(x) = q(x)(z — a). O

0,

8 Satsen om heltalsrotter (avsnitt 9.3)

Sats. Lit p(z) = ap™ +ay_ 12" '+ ...+ a1z + ag vara ett polynom med heltalsko-
efficienter, dvs talen ag,aq,...,a, dr heltal. Om x = k dr en heltalslosning till
ekvationen p(x) = 0 sd gdller det att k dar en faktor i ay.

Bevis. Enligt forutsiattningarna ar p(k) = 0, dvs
ank™ 4+ ap 1 k" P+ ...+ ark +ao = 0. (16)

Genom att flytta over allt utom ag till hogerledet och sedan bryta ut k far vi

ap = —apk™ —an, k" — .. —ak &
" n—1 : n—2 : (]‘7)
ap = k(—a k" —a,1k" — .. —ay).
Eftersom hela parentesen blir ett heltal visar detta att k ar en faktor i ay. ]

9 Linjer som skdr under rat vinkel (avsnitt 12.5)

Sats. Linjerna y = kix + mq och y = kex + mo skdr varandra under rdt vinkel
precis dd ky = —%.

Bevis. Om tva linjer skdr varandra under rit vinkel (och inte &r parallella med
koordinataxlarna) méste den ena linjen luta uppat och den andra nedat. Antag
att y = kix 4+ my lutar uppat och har lutningsvinkel a1, medan y = kyx + mo lutar
nedat och har lutningsvinkel aw, som i figuren nedan.



y = kix +my

%)
aq

>

Yy = kox + Mo

Eftersom y = kix + my lutar uppat géller k; = tan ay, och eftersom y = kox +
my lutar nedat géller ko = —tan(180° — aw). Detta, tillsammans med att «q &r
komplementvinkel till 180° — am, ger att

1 1

ko = —tan(180° — ap) = —cot ag = e T T w (18)

vilket alltsa visar att ky = —%. O

10 Cirkelns ekvation utifran figur (avsnitt 14.2)

Betrakta en cirkel med radie r och medelpunkt i (zg, ), som i figuren.

(z,9)

En godtycklig punkt (z,y) pa cirkeln har, enligt definitionen, avstandet r till me-
delpunkten (xg, y0). Med hjalp av avstandsformeln kan detta skrivas

V(e — w0+ (y —y0)? =, (19)

och efter kvadrering av bada sidor far vi cirkelns ekvation:

(x = 20)* + (y — y0)* = 1°. (20)



11 Parabelns ekvation utifran figur (avsnitt 14.3)

Betrakta en parabel med brannpunkt i (0,c¢) och med styrlinje y = —c¢, som i
figuren.
Y
A
(z,y)
(0,¢)
> T
(x, —c) y=—c

Parabeln bestar enligt definitionen av alla punkter vars avstand till brannpunk-
ten (0, c) ar lika stort som avstandet till linjen y = —c. Den punkt pa linjen y = —c¢

som ligger ndrmst (z,y) ar punkten (z, —c).
Med hjélp av avstandsformeln far vi

Ve 0P P =Ve— G- Car =
PP = VTR

som efter kvadrering ger

PHy-cf=y+c &
224+ y? —2cy + & = y? + 2cy + &
22 = 4ey &

1 2

(22)

Satter vi k = 4% far vi parabelns ekvation y = ka?.
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