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Hjilpmedel: Bifogat formelblad (sista sidan), typgodkind minirik-
nare.

Betygsgranser: Betyg 3: 20 - 31, Betyg 4: 32 - 41, Betyg 5: 42 - 50

“It is impossible to be a mathematician without being a poet in soul.”

(Sofia (Sonya) Kovalevsky, 1850 - 1891)

1. Anvand definitionen av funktionsbegreppet for att avgora om foljande ut-
tryck beskriver en funktion.

Om det &r en funktion, ange da ocksa definitionsméngd och virdeméngd till
funktionen.

(a) y*=a+5
Losning: 32 = 2 +5 beskriver ingen funktion, eftersom for alla z > —5
s& ger varje viarde pa = tva olika virden pé y. Enligt def ska en funktion

uppfylla villkoret att det for varje x i en (definitions)méngd finns ett
och endast ett y i en (virde)méngd s& att y = f(z).

B S saaanna=aaa,

Poangséittning

(2p)



Korrekt svar med godtagbar motivering utifran def av fkt (+2p)

(b) y =& —2 (2p)

Losning: Variant av def. Om varje element (z) i en méngd A entydigt
tillordnas ett element (y) i en méngd B séger man man har en funktion
(f) fran A till B, y = f(x). Uttrycket y = vz — 2 uppfyller detta
villkor, eftersom “kvadratroten ur ett tal x &r det icke-negativa tal y
vars kvadrat ar lika med z, y> = 2”. Kvadratrotsfunktionen #r bara
definierad for icke-negativa tal, sa definitionsméngden till funktionen
ovan &r [2,00), och virdeméngden &r [0, 00)

Svar: f(z) =y =+vx —2, med Dy = [2,00) och Vy = [0, 0)

Poangsittning

Godtagbar anv av def for att komma fram till att det &r en funktion  (+1p)
Anger korrekt definitionsméngd och virdeméangd (+1p)

2. Bestam samtliga 16sningar med exakta varden till ekvationerna
(a) cos(bv — 24°) = cos(3v) (Svara i grader) (3p)

Losning:

cos(bv — 24°) = cos(3v) <= Hv —24° =+3v+n-360°,n € Z

= v —24°=3v+4+n-360°,n €Z << 2v=24°+n-360° <
v=12°4n-180°n€ Z

eller

— v —24°=—-3v+n-360°,n€Z < 8v=24°+n-360° <
v=3°4+n-45°neZ



12° - 180°
Svar: v = n ,neZ
3° +n-45°

Poangsittning
Godtagbar ansats av 10sning, tex bade + och - 16sning

Rimlig, men ej fullstindig 16sning, tex vinkel rétt for bada lésningar

men glomt period, eller bara ena l6sning korrekt
Korrekt 16sning

sin(§ +v) = —1 (Svara i radianer)
Losning:

sin(§ +v) = -1 <= Z4v=arcsin(—1)+n-2n,n€Z < F+v=
37” + n - 2w, obs! bara “ett virde for vinkeln” d& sinv = —1, tdnk pa
enhetscirkeln.

%+v:37”—|—n-27r = 0= _T1pn.21 = v:%r—i-n-%r,nez

2 3

Svar: v = %+n-27r,n€ Z
Poangsittning
Godtagbar ansats av 10sning, tex arcsin + period

Rimlig, men ej fullstdndig 16sning, tex vinkel rédtt men gléomt period,

eller ratt period men ngn felrdkning pé vinkeln
Korrekt 16sning

3. Los foljande ekvationer

(a)

224 1—i=2z2+3+2i (Svara pd x + iy-form)
Losning:
Vi har bade z och z i ekvationen och skriver da 2z = a + b —

22 4+1—-i=243+4+2i < 2(a+ib)+1—i=(a—ib)+3+2i <

20+12b—a+ib=3+2i—14+1 <= a+113b=2+ 3i.
Nu sétter vi realdelarna lika och imaginérdelarna lika

=2
N a << z=2+1
3b=3 <= b=1

Svar: z =241

Poangsittning

Godtagbar ansats av 10sning, tex z och z pa x+iy-form
Godtagbar 16sning

4 _

z* = —16¢, markera dven losningarna i det komplexa talplanet.

Losning:

Vi skriver om z och —16¢ pa poléar form sa att



z = r(cos ¢ + isin ¢) och

—16i = 16(cos 2F + isin 2T).

Da far vi

2= —16i <= rt(cos¢ + isinp)? = 16(cos 2 + isin 2T)

<~  r(cosd¢ + isinde) = 16(cos 3T + isin 2F)

enl. de Moivre

For att VL och HL ska vara lika maste belopp och argument vara lika,
detta ger oss att

r* =16
4p=3 +k-2m kel

71 = 2(cos 2T + isin 3T)

. 21 = 2((:05%7r + ¢sin %’r)

detta ger oss losningarna 1r i
z1 = 2(cos =g" +isin ~5")
z1 = 2(cos 12T + i sin 127)

De fyra l6sningar kan séigas bilda en kvadrat i det komplexa talplanet,

(c) 2°—

Poangsittning
Godtagbar ansats av 10sning, tex skriver om -16i pa polar form

Skriver upp ekv.systemet /villkoren
Godtagbar 16sning med minst tva rotter korrekt
Godtagbart svar av alla 4 rétter

Godtagbart kompl.talplan med minst 3 rotter rimligt markerade

8224142468 = 0, da en av rotterna ar komplex med imaginérdelen
3. (Svara pa x + iy form)
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(5p)



Lésning: sitt p(z) = 23 — 822 + 142 + 68 och lat 2 = x + 3i vara
en rot till p(z) = 0. Alla koefficienter i p(z) &r reella sa enligt satsen
om komplexkonjugerade rotter d&r da ocksa zo = 23 = x — 37 en rot till
p(z) = 0. Tillsammans med algebrans fundamentalsats vet vi da ockséa
att att p(z) = 0 har en tredje rot z3 som ar reell.

Enligt satsen om faktoruppdelning kan vi nu skriva

p(2) = (2 — (2 +30) (2 — (& — 30)) (2 — 23) =
=(z—2=3i)(z—z+3i)(z—23) = ((z—2x) = 3i)((z—2)+31)(z — 23) =
=((z—2)% = (3)}) (2 — 23) = (2% — 222 + (2% — 9i?))(z — 23) =

=23 — 2223 — 2222 + 2w223 + (22 4+ 9)2 — (22 + 9)23 =

=23 — 2%(z3 +22) + 2(2w23 + 22+ 9) — (22 + 9)23

Vi har alltsa att p(z) = 2% —22(23+22)+2(2723+22+9) — (2249) 23 och

koefficienterna i detta uttryck méste da vara lika med koefficienterna i
det uttryck vi startade med.

8=23+2xr — 23=8-—-2x
Dettager daatt { 14 =2z23 + 2249 = 14 =22(8 —2z) + 2%+ 9

frdn ovan
68 = — (22 +9)23

14 = 22(8—22) +2%4+9 <= 14 = 16x—42?+2%2+9 <= 322162+

2 64 15

_ _ 16 5 _ _ 8 64 _ 15 847
5=0 < =« 3x+370<:>x73i 5 9<:>xf3i3

Vi far tva viarden pa x, men det ena &r en falsk rot eftersom vi antagit
att x betecknar realdelen i de tv& komplexa l6sningarna zy och z9 = 21
till p(z) = 0. Sa vi far testa vilket som stdmmer.

x:§+§=1§5:5 = 23 =8 — 10 = —2. Testa detta i det tredje
enl ovan

villkoret

VL = —(22 +9)23 = —(25+9) - (-2) = —34 - (—2) = 68 = HL. Sa

denna l16sning stammer.

Skulle vi testat den andra l6sningen forst far vi:
Testa detta i det tredje villkoret
VL = —(2? +9)z3 = —(§ +9) - (2) < 0 # 68 = HL. Sa denna l6sning

stammer inte.

z21=90+ 3
Svar: ¢ 29 =5 — 31

zZ3 = —2
Poangsittning

Godtagbar ansats av 16sning, tex anger att komplexkonjugat ocksa ar

16sning (+1p)
Rimlig fortséttning, tex skriver p(z) som produkt av faktorer (+1p)

Godtagbar forenkling av uttrycket for p(z) med “rétterna”; samt borja
jmf nagon koefficient (+1p)



T.ex. godtagbar borjan till 16sning av ekv.system med “koefficienter”

Godtagbart svar av de tre 16sningarna

4. Los ekvationerna exakt
(a) In(z+2) —In(2 —x) =3In2

Losning: Anvénder logaritmlagarna
In(z+2)—In(2—2) =32 < In(£2)=n2® <

rH#+2
Svar: x = %4
Poangséttning

Lamplig ansats, tex visat forstaelse for ngn av logaritmlagarna
Godtabar fortsattning, men ngn felrdkning
Korrekt svar

(b) 4-5% =3-6°

Losning: Anvinder logaritmlagarna

4.5 = 3.6 <= In(4-5%) = In(3:-6") <= Ind+ Inb* =
In3 +In6* <= In6* —In5" = In4 —-—1In3 <= =zxln6 —xIlnbd =
(%) <= 2(In6-In5) =In(3) < zn(f) =) <= =23

Alternativ: 4 - 5% = 3 - 6% <= % =8 — % = (g)w — ln(%) =

In(3) _ In4—In3
- 1n(9) ~ In6-—Inb
b5}

In(8)* <= In(3) = zIn(

[Si{[on

In(3) _ Ind4-In3
1n(g) In6—In5

Poangsittning

Lamplig ansats, tex visat forstaelse for ngn av logaritmlagarna
Godtabar fortséttning, men ngn felrdkning

Korrekt svar

Svar: z =

5. Timvisaren pa en klocka som hénger i en foreldsningssal dr 20 cm och minut-
visaren dr 30 cm. Hur langt dr det mellan spetsarna pa visarna da klockan
visar 16.107

Losning:

Vi kan anta att visarna tillsammans med avstandet mellan spetsarna bildar
en triangel med sidorna 30 cm, 20 cm och det okédnda avstandet d. Vinkeln v
mellan visarna kan vi tex f& genom att berdkna hur manga grader respektive
visare vridit sig under 10 minuter, dvs fran det att klockan var 16.00.

(+1p)
(+1p)

(3p)

(4p)



Da klockan &r 16.10 antar vi att minutvisaren pekar exakt pa 2, dvs pa 10
minuter har minutvisaren rort sig % varv = 60°. Dvs vinkeln fran “12” till
minutvisaren ar 60°

Samtidigt har timvisaren rort sig % . % varv pa 10 minuter, dvs 5°, fran “4”,
hér utgar vi ifran att timvisaren pekar exakt pa 4 da klockan &r 16.00. Sa
vinkeln fran “12” till timvisaren &r d& 120° 4+ 5° = 125°

Detta ger oss nu att vinkeln mellan visarna blir v = 65°

Alternativ:
Approximering av vinkeln, dela upp varvet i 12 lika stora delar, dvs 5 minuter
motsvarar vinkeln % = 30°. Antar vi att minutvisaren pekar pa 2 och

timvisaren pa 4 da klockan ar 16.10, s& motsvarar detta 10 min < v = 60°.

Nu kan vi anvanda cosinussatsen for att bestamma d.
d?> =202 4302 —2-20-30 - cos 65°

= d=1202+302—-2-20-30-cos65° ~ 28.2 cm.
Alternativ: d? = 20% + 302 — 2-20 - 30 - cos 60°

<« d=+202+302—-2-20-30-cos60° ~ 26.5 cm.

Svar: Avstandet ar 28.2 cm, alternativt 26.5 cm

Poangsittning

Godtagbar ansats, tex inse att cosinussatsen kan anvéndas, eller rita figur
och bestimma v approximativt

+
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Bestamt det mer exakta vardet av v

+
—_
<

Korrekt anviandning av cosinussatsen, men ngt berdkningsfel el dyl.
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Godtagbart svar

2 —Vkx
6. (a) Bestdm konstanten k sa att gransvirdet G = lim ———— existerar,
z—4 42 — o3

och bestdm sedan G.  (Motivera vil) (4p)

Losning: Sitter man in 2 = 4 i nimnaren fas 4-42 —43 = 0. For att ett
gransvirde da ska kunna existera maste vi ha ett uttryck pa obestdmd
form, dvs 8. Det innebér att k ska véljas s& att 2 — Vkzr = 0 <
— 2=Vkr < k=1

For att bestdmma G, sétt ¢(z) = 43;:/53 = %m =
1

4—x
P 0)21VE) gzi PEIVE)




4 G — i . 1 B 1 11

4G =lmql) — lim e = 20214 16-4 64
Svar:k::lochdééirG:6—14
Poangsittning
Godtagbar ansats, tex inse att ndmnaren ar 0 och sétter téljaren = 0
Godtagbar motivering till varfor tiljaren ocksa maste vara 0, samt be-
stammer k=1
Godtagbar ansats till att bestimma G, t.ex. borjar férenkla uttryck
Godtagbart bestdmning av G

2’+r+a om <1
En funktion defineras enligt: f(x) = 5+z—22 om 1<x<?2

b(x —2)+3 om x>2
dér a och b ar konstanter.

Bestdm a och b s& att funktionen blir kontinuerlig. (Motivera val)

Losning: f(z) defineras som polynom i alla tre intervall fér . Polynom
ar kontinuerliga funktioner sa vi vet att f(x) ar kontinuerlig for x < 1,
for 1 < z < 2, samt for x > 2. Kvar ar att underséka kontinuitet i
punkterna x = 1 och x = 2.

For att f(x) ska vara kontinuerlig i en punkt ska vénster- och hoger-
gransvirden av f(x) i punkten vara lika och dessutom samma som
funktionsvérdet i punkten, dvs. lim f(x) = lim+ f(z) = f(xo)

{L'*)IO $*}$0
For kontinuitet 1 = 1:
lim (22 +x+a)=2+a

r—1—

lim (5+z—2?) =5= f(1)

r—1t
— 24+a=5 << a=3.

P& samma sétt, for kontinuitet i z = 2
lim (5+x—2%) =3=f(2)

T2~

lim (b(z —2) +3) = 3
z—2+
Har ser vi att vinster- och hogergriansvirdena av f(z) i © = 2 bada ar

3, s& kontinuitet foreligger for varje viarde pa b.

Svar: a = 3, b godtycklig konstant.

Poangsittning

Godtagbar ansats, berékna nagot av vénster- eller hogergréansvirdena
Motivering: “lika gransviarden -> kontinuitet”

Godtagbar bestdmning av a

Godtagbart bestdmning av b

7. Formulera och bevisa Sinussatsen.

(4p)
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L&sning: Se avsnitt 3.3

Poangsittning

Godtagbar formulering av Sinussatsen

Godtagbar ansats av bevis, tex anvinda areasatsen for tva av vinklarna, eller
dra en héjd i en triangel och anvénda trig.relationer for ratv. trianglar
Godtagbar fortsdttning, tex areasatsen for alla tre vinklar och borjan till
forenkling eller bada fallen da hojd dras och samband for sinus i ratv. triangel
utnyttjas

Logiskt och fullstéandigt bevis

. Bevisa att

Lo6sning: Se avsnitt 5.3

Poangsittning

Godtagbar ansats av bevis, tex visa vilka areor i enhetscirkeln man vill jam-
fora

Lamplig fortsdttning, tex korrekta uttryck for areorna, stéllt upp olikheten
Godtagbart logiskt resonemang att olikheten géller i forsta kvadranten

Godtagbar motivering till att olikheten dven géller vinklar i fjarde kvadran-
ten

Visar likheten med vissa luckor, tex saknar hanvisning till instdngningsregeln

Fullstandigt och logiskt tydligt bevis

Lycka till!

(6p)



TRIGONOMETRISKA FORMLER

Additions- och subtraktionsformlerna

cos(a — ) = cosacos B + sin asin 3
cos(a+ B) = cosacos B — sin asin 8
sin(a + ) = sinacos B + cos asin 8

sin(a — ) = sin cos 8 — cos asin 8

tan a + tan 8
t =V
an(a + f) 1 —tanatan

tan o — tan 8
t —f)=——
anfa — ) 1+ tanatan 8

Formler for dubbla vinkeln

sin 2ac = 2 8in v cos &

cos 2 = cos® a — sin’ «

2tan «
tan 20 = ———
1 —tan® o

Omskrivning till amplitud-fasvinkelform

acosv + bsinv = csin(v + ¢)
c=+va?+b?

¢ = arctan(3), om b >0

¢ = arctan(g) +m, om b < 0



