Tentamen i Matematik, del B, for Tekniskt basar

Kurskod: MVE425 B

Telefonvakt: tel.

Datum: 19 februari 2016

Tid for tentamen: 14.00 - 18.00

Hjalpmedel: Inga

Betygsgranser: Betyg 3: 20 - 31, Betyg 4: 32 - 41, Betyg 5: 42 - 50

“My [algebraic] methods are really methods of working and thinking; this is why they
have crept in everywhere anonymously.”

(Emmy Noether, 1882 - 1935)

1. Avgor om foljande funktioner ar inverterbara.

Om funktionen &r inverterbar, bestdm da ocksa inversen till funktionen till-
sammans med definitions- och virdeméngd till den inversa funktionen.

Om funktionen inte ar inverterbar, bestdm restriktionen av funktionen sa att
denna restriktion blir inverterbar.

(a) f(x) =sin(—3z), Dy = (—o0,00), Vy = [—1,1]

Losning: For att en funtkion ska vara inverterbar ska den vara bijektiv,
det innebér bade injektiv, dvs alla pkt i definitionsméngden avbildas
pé olika pkt i virdeméngden, samt surjektiv, dvs virdeméngden &r hela

“avbildningsméngden”.
sin(—3x) &r surjektiv men inte injektiv, alltsa inte inverterbar. Genom
att betrakta en restriktion av f, fres = sin(=3x), Dy = [~%, 5], Vi =

[—1, 1] fas en inverterbar funktion.
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Svar: Inte inverterbar funktion, restriktionen f., = sin(—3z),D; =

[—%: &), Vi = [-1,1] &r inverterbar.

Poangsittning

Godtagbar motivering for att komma fram till att funktionen inte &r
inverterbar (+1p)
Godtabar bestdmning av restriktionen av funktionen (+2p)

L&sning: Enl samma som ovan, funktionen ska vara bijektiv for att
vara inverterbar dvs bade injektiv och surjektiv.

Detta stammer for f(z) = 10*/% — 2 med D; = (—00,00) och Vj =
(—2,00), eftersom fkt 10”7 antar olika y-vérden for olika virden pa x
och funktionen kommer anta alla virden i virdeméangden.

Den inversa funktionen till f(z) &r fin, = 3log;o(z + 2), fas gnm att
“losa ut  ur y = f(x) och byta y mot x”.

Definitionsméngden till inversa fkt &r virdeméngden till f och véirde-
méangden till inv fkt &r def.méngd till f , s& att Dy, = (—2,00) och

Vfinv = (_007 OO)

Svar: Inverterbar funktion med inversen fi,, = 3logo(x +2), Dy, ., =
(—2,00) och Vy, . = (—00,00).

Poingsattning

Godtagbar motivering for att komma fram till att funktionen ar inver-

terbar (+1p)
Korrekt uttryck for invers funktion (+1p)

med korrekt definitions- och vardeméngd.

(+1p)

2. Los ekvationerna exakt

(a) 1g(10*2 —100) =z + 1 (3p)



L&sning: Anvéinder logaritm- och potenslagar

1g(10°F2 — 100) =z + 1 <= 10'8(10772-100) — o+l —y
10°t2 — 100 = 10+ «—= 10*- 102 — 102 = 10 - 10 <=

10% - 102 — 10* - 10 = 10? <= 107(10? — 10') = 10? <=

10%(100 — 10) = 100 <= 10° = ¥ «—

z=1g(}) =1g(10) —1g9 =1 —1g9

Svar: z =Ig(¥) =1—1g9

Poangsittning

Lamplig ansats, tex visat forstaelse for ngn av logaritmlagarna
Godtabar fortsattning, men ngn felrdkning

Korrekt svar

In(2® —1) =In(z — 1) +1In7

Losning: Anvéinder logaritmlagar

In(@®—1)=In(z—-1)+In7 < hnf(x—1)(z?+z2+1)] =In(z—1)+
In7 <= In(@?>+2+1)=n7 <= 2’+2+1=7 <= 2’ +2-6=
0 < :U:—%:l:\/%—{—% — x:—%:lzg = x =2eller z = 3.
Hér ser vi att x = —3 &ar en falsk rot, ty da skulle t.ex. HL bli

In((—3)3 — 1) <= In(—28) och logartimfunktionen &r inte definerad

for x <0.

Svar: x =2

Poangsittning

Lamplig ansats, tex visat forstaelse for logaritmlagarna
Godtabar fortsattning, tex borjat forenkla uttryck
Godtagbar 2a-gradsekv

Godtagbart svar
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3. T en triangel ABC &r BC' = 4 cm och AC = 5 cm. Vinkeln A = 50°. Rita en
figur och berdkna sedan vinklarna B och C.

Losning:




Enligt sinussatsen 858 = $4 . B — arcsin(2824) = arcsin(

73,2° = C =180° —50° — 73,2° = 56, 8°.
eller B =180° — 73,2° =106,9° = C = 180° — 50° — 106, 9° = 23, 2°.

5~si12150° ) ~

Svar: B = 73,2°,C = 56,8° eller B = 106,9°,C = 23,2°

Poingsiattning
Godtagbar ansats, tex ritat figur och markerat givna viarden

Godtabar fortsattning, tex stéllt upp sinussatsen for att berdkna vinkel B
Berédkna en av vinklarna B ratt
Berakna en uppséattning av vinklarna B och C rétt

Godtagbart svar av bada uppsittningarna av B och C

. Los ekvationen 2% — 8iz +2i = 16 (Svara pd x 41y form)

Losning: Borja med flytta -2i till HL, da har vi bara termer med z kvar
i VL. Kvadratkomplettera sedan map z, sa att 22 — 8iz + 2i = 16 +—
22 — 8iz + (40)? = 16 + 2i + (41)? <= (2 —4i)? = —2i

Sdtt nu 2z — 4¢ = w och 16s w? = —2i

Lat w =z +iy = w?=2i < (v +iy)’=-2i <
22 —y? 4+ 22y = —2i
Satt nu imagindrdelar och realdelar lika
2,2
- —y*=0
> y 1
20y = =2 <= = = —y
1

— (—§)2—y2:0 = yl=1 = y=+1 = z =71

Detta ger oss w = +(—1 + 1), vilket ger z = —1 4+ 4+ 4i = —1 + 54, eller
z=1—14+4=1+3:

Svar: z = —1+5ieller z =1+ 3i

Poangsittning
Godtagbar ansats av 16sning, tex borjar kvadratkompletera

Godtagbar forsta substitution
Godtagbart ekvationssystem, re-och im-delar
Loser ekvationssystem och borjar substituera tbk

Godtagbart svar av bada losningarna

5. Bestdm samtliga l6sningar med exakta vérden till ekvationerna

(a) 2tan(3v —3) = % (Svara i radianer)

Losning:
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2tan(3v — §) = % < tan(3v - ) = % —

= SU—%:arctan(%)—i—n-w,nEZ —
= w-—F=F+tn T = =g+ 5+n-7 =
2

= v=F+n-1 vz%—}—n-%

Svar:v:%”—i—n-g,nez

Poingsattning

Godtagbar ansats av 10sning, tex arctan av “ritt viarde” + korrekt pe-
riod

Rimlig, men ej fullstdndig 16sning, tex vinkel rétt men fel period
Korrekt 16sning

sinv —v/3cosv = 1 (Svara i grader)

Losning:

sinv —v3cosv =1

anvind omskrivningen till “amplitud-fasvinkelform”, da fas att
VL = sinv — V3cosv = /(—v3)2 4 12 - sin(v + arctan(%‘/g)) =
= 2sin(v — 60°)

— sinv —v3cosv =1 <= 2sin(v —60°) =1 <=

arcsin(3) +n - 360°

180° — arcsin(3) + n - 360°
= v —60°=30°+n-360° <= v =90°+n-360°

eller

= v —60° = 180° — 30° + n - 360° <= v = 210° + n - 360°

90° + n - 360°
Svar: v = ,neZ
210° 4+ n - 360°

<— v—60° = ,nez

Poangsittning

Godtagbar ansats av 16sning, tex paborjat omskrivning pa amplitud-
fasvinkelform

Paborjat 16sning av sinusekvation

Godtagbar 16sning av bada vinklarna men fel period, eller en vinkel
med ratt period

Godtagbart svar av bada vinklar

tan 3z

Berédkna lim —
z—0 sin bx

L&sning: Sétter vi x = 0 i uttrycket sa far vi 8, vilket &r ett obestdmt

uttryck sa griansvirde kan existera. Vi borjar med att skriva om uttryc-
sin v

ket med malet att kunna anvinda standardgransvardet lin%] =1
xr— v
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i 3 oo .
tan3z _ soste _ sin 3z {férléng med 3z och5z} 3z-5x-sin 3z
sinbxr ~ sinbx ~  cos3z-sin bz - 3z-5x-cos 3x-sinbx
__sindz , 1 b5z 3
- 3z cos3x sinbxr 5

Sattnut=3r = z—0 < ¢t —0,
in 3 int

da far vi lim S OF zlimﬂzl

z—0 3x t—0 t

Sétt u=5r — z—0 < u—0,
cea g OT Lo u
da far vi lim — = lim — =
e—=08Iindr  u—0SINU {fsrling med L}

o 1 1
=lim-*=Ilm—-—=-=1
Uu—0 Sinu u—0 Sinu 1
u u
tan 3 sin 3 1 5
Allts far vi lim - — Jim 20 R
z—0 sinbr +—0 3x  cos3x sinbx
.3
Svar:
Poingsattning

Godtagbar ansats av 10sning, tex omskrivning av tangens
Godtagbar forenkling av uttryck
Anvénder standardgransvirdet, men ej fullstéandigt

Godtagbart svar av gransvirdet

sin 3x 5

Obs! For full poang behovs INTE lim =1 och lim

z—0 3% z—0 sin bx

motiveras annat &n som standardgransvéarde.

?+z2+2 om z<l1
Sad — om x>1
kontinuerlig i punkten z = 1. (Motivera val)

Undersok om funktionen f(z) = {

Losning:

For att kontinuitet i x = 1 ska gélla maste lim f(z) = lim f(x) =
z—1— z—1t

f(1) , s& vi berdknar vianster- och hogergransviarde och ser om de &r

lika, och samma som f(1).
lim f(z)= lim 2* +2+2=1+1+2=4
Tz—1— Tz—1~

lim f(z) = lim 52° —2?=5-1=4= f(1)

z—1t T—1—

Vi far att vinster- och hogergransvirdet for f(x) i « = 1 ar lika, och

samma som f(1) = f(x) ar kontinuerlig i x = 1.

Svar: f(z) &r kontinuerlig i z = 1.

Poangséittning

Godtagbar ansats, tex paborjar berdkning av ett av griansviardena

Godtagbar berdkning av ett gréansvirde, paborjat andra berdkningen

.§: 1-1.1.2 = =2
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Godtagbart motivering att f(x) &r kontinuerlig

7. Ange ett fjardegradspolynom p(z) med reella koefficienter som har nollstél-
lena z =2 — i och z =i. (Motivera vdl)

Losning: Vi vet att p(z) = 0 har 16sningarna z; = 2 — i och z3 = 4. Enligt
satsen om komplexkonjugerade rotter kommer da ocksa zo = 23 = 2 + 4 och

z4 = Z3 = —i vara l6sningar till p(z) = 0.
Vidare har vi fran satsen om faktoruppdelning att

p(z) =a4(z — 21)(z — 22) (2 — 23)(2 — 24),a4 ER
Vilj t.ex. ag =1

= p(z) = (2= (2-0) (2= (2+1)(z =) (z+7) = ((z—2)?=?) (s —i?) =

enl. ovan

(2 —4z+5)(22+1) =22 — 423+ 622 —42+5

Svar: p(z) = 2 — 423 + 622 — 42+ 5

Poangsittning
Godtagbar ansats tex ange komplexkonjugaten till 16sningarna

Godtagbar fortsattning, tex stéller upp produkt av faktorer
Godtagbar delférenkling av uttryck
Godtagbar motivering enl. de tva satserna

Godtagbart svar av p(z)

. Formulera och bevisa areasatsen.

Lo6sning: Se avsnitt 3.2

Poangsittning

Godtagbar formulering av satsen

Lamplig ansats till bevis for det ena av fallen

Godtagbart bevis av det ena fallet

Godtagbart bevis av det ena fallet och pabdrjat bevis av det andra fallet

Godtagbart bevis av bada fallen

. Formulera och bevisa Eulers formler.

Losning: Se avsnitt 4.7

Poangsittning
Godtagbar formulering av bada formlerna

Visar tex hur def av e’ anvands
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Godtagbart bevis av den ena av formlerna (+1p)

Godtagbart bevis av bada formlerna (+1p)

Lycka till!



TRIGONOMETRISKA FORMLER

Additions- och subtraktionsformlerna

cos(a — ) = cosacos B + sin asin 3
cos(a+ B) = cosacos B — sin asin 8
sin(a + ) = sinacos B + cos asin 8

sin(a — ) = sin cos 8 — cos asin 8
tan o + tan 3

t = - T

an(a + 5) 1 —tanatan
t —t

tan(a — 8) = ana — tan 3
1+ tanatan 8

Formler for dubbla vinkeln

sin 2ac = 2 8in v cos &

cos 2 = cos® a — sin’ «

2tan «

tan 20 = ———
1 —tan® o

Omskrivning till amplitud-fasvinkelform

acosv + bsinv = csin(v + ¢)
c=+a? +0b?

¢ = arctan(3), om b >0

¢ = arctan(y) + 7, om b <0



