Tentamen i Matematik, del B, for Tekniskt basar

Kurskod: MVE425 B

Telefonvakt: tel.

Datum: 24 augusti 2016

Tid for tentamen: 14.00 - 18.00

Hjilpmedel: Inga

Betygsgranser: Betyg 3: 20 - 31, Betyg 4: 32 - 41, Betyg 5: 42 - 50

“Certainly my troops must consist of numbers, or they can have no existence at
all.”

(Ada Lovelace, 1815 - 1852)

1. Det radioaktiva &mnet cesium-137 sonderfaller till barium samtidigt som en
elektron skickas ut. Cesium-137 har halveringstiden 30 ar, dvs. efter 30 ar
finns hélften s& mycket kvar av den mangd som fanns da tidrékningen borjar.
Det radioaktiva sénderfallet sker exponentiellt, y = C - a®. Vid kérnkrafts-
olyckan i Tjernobyl i maj 1986 f6ll ca 0.47 kg cesium-137 ner &ver Sverige.
Hur mycket av detta cesium kan beridknas finnas kvar i maj 20177

Lésning: Anvind den exponentiella modellen y = C' - a®, dér y &r mingd
cesium vid tiden z, C' = 0.47 &r startméngd vid tiden x = 0. For att bestdm-
ma a utnyttjar vi halveringstiden 30 &r, dvs efter 30 &r 4r y = 0.5-C —
0.5=0a* < a=0.5'/30

S&tt in detta i modellen, da fas y = 0.47 - (0.5(1/30)* = .47 . 0.5(/30)

Fran maj 1986 till maj 2017 &r det 31 ar = y = 0.47-0.5031/39) ~ 0.22 kg
Svar: [ maj 2017 finns det kvar ca 200 g cesium-137.

Poidngsittning

Godtabar ansats, tex satt upp modell med godtagbart virde pa C

Relevant fortsdttning, tex visat hur a kan berdknas mha halveringstid
Godtagbar berdkning av a

Anvander modellen fér berdkning av mingd vid ar 2017

Godtagbart svar av mingden
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2. Avgoér om funktionen f(z) = 323 &r inverterbar.
Om funktionen &r inverterbara, bestdm da ocksa inversen till funktionen
tillsammans med definitions- och viirdeméngd till den inversa funktionen.
Om funktionen inte &r inverterbar, bestdm restriktionen av funktionen sa att
denna restriktion blir inverterbar.

Losning: For att en funtkion ska vara inverterbar ska den vara bijektiv, det
innebér bade injektiv, dvs alla pkt i definitionsmingden avbildas péa olika
pkt i virdeméngden, samt surjektiv, dvs virdeméangden ar hela “avbildnings-
méngden”.

Detta stdimmer fér f(z) = 323, Dy = (—00,0), Vy = (—00, 00), eftersom fkt
2 antar olika y-virden for olika virden pa x och funktionen kommer anta
alla virden i virdeméangden.

Den inversa funktionen till f(x) ar fin, = (%)1/3, fas gnm att “losa ut = ur
f(z) och byta y mot x”.

Definitionsméngden till inversa fkt dr virdemangden till f och virdemingden
till inv fkt &r def.méngd till f ,sd att Dy, = (—o00,00) och Vy, == (—00,00).

Svar: Inverterbar funktion med inversen fi,, = (%)1/3, Dy, . = (—00,00)
och V¢, =~ = (—00,00).

Poidngsittning

Godtagbar motivering till att funktionen &r inverterbar

Korrekt uttryck for invers funktion

med korrekt definitions- och virdeméangd.

3. Berdkna arean av foljande triangel med vinkel v = 61°

12 cm

8 cm

(3p)



Losning:

Detta kan t.ex. goras med hjalp av areasatsen. D& behover vi veta mellanlig-
gande vinkel till de kiinda sidorna. Denna vinkel kan t.ex. bestdmmas med
hjilp av sinussatsen. Vi infor féljande beteckningar

C

c=8cm

) 9 . . i i . .Sl °
och far d& enligt sinussatsen % = Sl{‘QA < C = arcsin(®20L) ~

35,7° = B = 180° — 61° — 35,7° = 83, 3°

Hér vet vi att C < A eftersom ¢ < a, dvs bara en lésning for C (och B).
Kan ocksa se att vi annars skulle fa C' = 180° — 35,7° = 144,3° — B =
180° — 61° — 144, 3° = —25, 3°!

Nu kan vi anvanda areasatsen T =

i 8-12ssi °
acsinB _ S125mB35° ~ 47,7 ave.

Svar:
47,7 a.e

Poidngsittning
Godtagbar ansats av 16sning, tex stillt upp sinussatsen eller areasatsen

Godtagbar berdkning av vinkel C
Godtagbar berdkning av vinkel B
Anvént areasatsen pa godtagbart sitt (&ven om B och C &r fel)

Godtagbar berdkning av arean

. Funktionen f(x) dr definerad p& [—2, 2] och har grafen som illustrerar i figu-
ren nedan.
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Avgor om f(z) ar kontinuerlig, vinsterkontinuerlig, hégerkontinuerlig och

diskontinuerlig i var och en av punkterna ¢ = —2,2 = —1,2 = 0,z = 1 och
x=2. (Motivera ditt svar)
Losning:

Vi betraktar var punkt for sig

x = —2: Har & f(x) hogerkontinuerlig i pkt (-2, 0) eftersom vi i grafen ser
att y — 0 da = —, dvs lim+f(w) =0 = f(—2) . Eftersom x = —2 &r en
T——2

sluten dndpkt till Dy &r f(x) ocksa kontinuerlig i x = —2.

x = —1: Har gor grafen ett “sprang”, dvs limlf(w) =1#f(-1)=0 =
T——
f(z) diskontinuerlig i x = —1.

x = 0: Hér har vi lim f(x) =1 = f(0) = f(z) & vénsterkontinuerlig
z—0~
ix =0, men lim+ f(x) =0 # f(0) = f(x) ar inte hogerkontinuerlig i
x—0

z = 0 och da inte heller kontinuerlig, dvs diskontinuerlig.

x = 1: Héar har vi linla flz) =2 # f(1) =0 = f(x) &r inte vénster-
z—1—

kontinuerlig i x = 0, lim+ f(x) =0= f(1) = f(x) &r hogerkontinuerlig
r—1

i x = 0. Eftersom vinstergriansvirdet # hogergriansvirdet sa dr f(z) dven
diskontinuerlig i x = 1.

x = 2: Aterigen sluten #ndpkt i Dy. Denna géng endast intressant att be-
trakta vinstergransvéirdet, lim f(x) = 0 # f(2) =1 = f(x) ar inte
T2~

vansterkontinuerlig i = 0, och da &ven diskontinuerlig.

Svar: x = —2: hogerkontinuerlig och kontinuerlig; = —1: diskontinuerlig;
x = 0: vansterkontinuerlig, diskontinuerlig; x = 1: hégerkontinuerlig, diskon-
tinuerlig; x = 2: diskontinuerlig.

Podngsittning

(5p)



Godtagbar bestdmning av kontinuitet i en av punkterna

Godtagbar bestdmning av kontinuitet i tvd av punkterna eller delar av tre
punkter

Godtagbar bestdmning av kontinuitet i tre av punkterna eller delar av fyra
punkter

Godtagbar bestdmning av kontinuitet i fyra av punkterna eller delar av fem
punkter

Godtagbar bestdmning av kontinuitet i alla fem punkter

5. Los foljande ekvationer exakt

(a) 3lnz —In18=3

Lo6sning: Anvinder logaritmlagarna

3Inz —In27 =3 <= Ina® —In27 =3 <= In(%) =3

Ld 3 .
MF) = = L= = 2P =27 = = (2768 =
x = 9e

Svar: x = 9e

Poidngsittning

Lamplig ansats, tex visat forstaelse for ngn av logaritmlagarna
Godtabar fortsittning, men ngn felrdkning

Korrekt svar

(b) sin(2z +10°) = 1 (Svara i grader)

Losning:

sin(2z + 10°) = § <= 2z + 10° = arcsin(3) + n-360°,n € Z

eller 22 + 10° = 7 — arcsin(3) +n - 360°,n € Z

= 22+ 10° = 30° +n-360°, <= 2x =20°+n--360° <— v =
10°+n-180°,n € Z

eller

= 2z +10° = 150° + n - 360°, <= 2z =140° +n-360° <= v =
70°+n-180°n € Z

10° 4+ n - 180°
Svar: v = ,neZ
70° 4+ n - 180°

Poidngsittning

Godtagbar ansats av 16sning, tex satt upp uttryck fér bada lésningar
Rimlig, men ej fullstdndig 16sning, tex vinkel ratt for bada losningar
men gléomt period, eller bara ena lésning korrekt

Korrekt 16sning

(+1p)

(+1p)
(+1p)



()

2tan 3z = % (Svara i radianer)

Losning: 2tan 3z = % <= tan3z = % <~ tan3z = V3 <—
3z =arctan(V3)+n-mn€Z < 3x=Z+4n-m < z=2+n-%

Svar: z =g +n- 3

Podngsittning

Godtagbar ansats av 16sning, tex satt upp uttryck fér 16sning inkl pe-
riod

Rimlig, men ej fullstindig l6sning, tex vinkel riatt men fel period
Korrekt 16sning

z2—3iz—2—-i=0 (Svara pa formen z = x + iy)

Losning: z—3iz—2—i =0 <= 2(1-3i) =2+i < 2= 2L

= @043 o 2473 4T 1y T
7= =) (1+30) = T2 Z="15 = 710 T'i0
ey 4T 1 4 T
Svar: z = 0~ 10 + 115
Poéngsittning

Godtagbar ansats av losning, tex borja losa ut z
Rimlig, men ej korrekt 16sning
Korrekt 16sning

A4+1=0 (Svara pa formen z = x + iy)

Losning: Sitt p(z) = 2241, p(z) har da reella koefficienter, frin satsen
om komplexkonjugerade rotter vet vi da att om z1 dr en rot sa &r ocksa
z9 = Z1 en rot och p.s.s. om z3 &r en rot s& ar ocksa z4 = Z3 en rot.
Fran satsen om faktoruppdelning vet vi dé att

p(z) = (2 = 21)(z — 22) (2 — z)(z — 2).

Visétter 21 =x+iy = zo=x—iyochz3=a+ib = 24 =a—1b.
Défar vip(z) = (z—(x+iy))(z—(z—iy))(z—(a+ib)) (z—(a—ib)) = ((2—
2)?—(iy)?)((z—a)? — (ib)?) = (22 —2z2+ (22 +y?))(2® — 2az+ (a® +b?))
Satt nu a? +b? =k och 22 +y?> =m —

p(2) = 2% — 2023 + k2% — 2023 + 4axz® — 22kz + m2? — 2amz + km =
2 —2(a+2)2% + (4az + m + k)22 — 2(zk + am)z + km

Nu identifierar vi lika koefficienter i de tvé olika uttrycken for p(z)

ay : 1=1

az: —2(a+z)=0 = z=—a

as:dar+m—+k=0

ap :2(xk+am) =0 = zk=—am = —ak=—-am <= k=m

franas

ag:mk=1 = m?=1 <= m=41 = k==+1

frana; enl.ay

(3p)
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6. Bestdm virden pa konstanten a s& att grinsvirdet G = lim

Men enligt vara antaganden ovan dr m = x? + 32 och k = a® + b? och
,y,a,b e R — m# -1,k # —1

S& vi har alltsda m = 22 + 32 =1 och k = a® + b*> = 1 Anviind detta i
ay tillsammans med villkoret fran a3 = —4a? +2=0 <—

= o=+ = 2=-L

V2 enl.as V2
A2y p2=1 =1+ y=+L
och

1

— L2 +y2=1 < =1 < y==

enl.ovan V2
s copa _ =14 _ 1k
Sa vi far rotterna 212 = NG och z34 = 7

S

Svar: ) )
e == 1+

219 = ——,234 = ———
1,2 ) 3,4 NG

Poidngsittning
Godtagbar ansats, tex anger att komplexkonjugat ar 16sning

Godtagbar fortsdttning, tex utnyttjar “faktoruppdelning”
Forenklar uttryck

Identifierar koefficienter

Godtagbart svar points+1

622 — ax — a?

z—1 r—1
existerar. Berikna sedan G for dessa virden pa a.

Losning:

Om vi sdtter x = 1 i ndmnaren i gransviardet ovan far vi 1 — 1 = 0. For att
G ska kunna existera maste dven téljaren vara 0 da x =1,

dvs 6-12—a-1-a?=0 <= a®*+a—-6=0 < a:—%j: i—k%z
—%:l:%:>a:2ellera:—3
2 _ _ _
=2 — =l T T2t D6z =
rx—1 x—1 r—1 x—1 x—1
6+4=10
2
- -1
G= 3 — G=lim T A9 @ DOEH9) e g
r—1 x—1 x—1 x—1 rx—1
6+9=15

Svar:a =2 =— G=100cha=-3 = G =15

Podngsittning
Godtagbar ansats, tex satt téljare = 0

Bestdmmer ett viarde for a

Bestdmmer bada varden for a

(6p)



Paborjar godtagbar berdkning av gréansvirde
Bestdmmer ett motsvarande virde for G

Bestdmmer badda motsvarande virde for G

. Visa att 2cos? 2z = 1 + cos4zx

Losning: Anvénd dubbla vinkeln for cosinus och trig.ettan

HL =1+ cosdr = 1 + cos(2x + 2z) = 1 + cos? 22 — sin? 2z = 1 + cos? 2z —

(1 — cos?2x) = 2cos? 2z = VL vsv.

Podngsittning
Godtagbar ansats, en paborjad omskrivning av VL eller HL

Godtagbar anvindning av dubbla vinkeln
Godtagbar anv av trig.ettan

Fullstdndig, logisk harledning

. Hérled omskrivningen acosv + bsinv = ¢sin(v + ¢)

Losning: Se t.ex. avsnitt 3.18
Poidngsittning
Godtagbar ansats, tex stéllt upp hjilptriangel

Paboérjar omskrivning

godtagbar omskrivning med motivering, tex add.formel for sinus
Godtagbar motiviering/héirledning av ¢

Paboérjar hirledning av ¢

Godtagbar motivering av ¢ for bade b<0 och b>0
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TRIGONOMETRISKA FORMLER

Additions- och subtraktionsformlerna

cos(a — ) = cosacos B + sin asin 3
cos(a+ B) = cosacos B — sin asin 8
sin(a + ) = sinacos B + cos asin 8

sin(a — ) = sin cos 8 — cos asin 8
tan o + tan 3

t = - T

an(a + 5) 1 —tanatan
t —t

tan(a — 8) = ana — tan 3
1+ tanatan 8

Formler for dubbla vinkeln

sin 2ac = 2 8in v cos &

cos 2 = cos® a — sin’ «

2tan «

tan 20 = ———
1 —tan® o

Omskrivning till amplitud-fasvinkelform

acosv + bsinv = csin(v + ¢)
c=+a? +0b?

¢ = arctan(3), om b >0

¢ = arctan(y) + 7, om b <0



