Matematiska vetenskaper Losningsforslag till tentamen
Chalmers tekniska hdgskola 2018-02-17, 14:00-18:00

MVE425: Tekniskt basar - Matematik, del B

Uppgift 1. Kvadratroten &r definierad endast for icke-negativa tal. Det dr alltsa féljande villkor
som mdste vara uppfyllt:

16-x2>0 & 16>2x & 4>|x] & -4<x<4.
Svar: Dy = [—4, 4].

Uppgift 1 (alternativ 16sning). Olikheten 16 — x* > 0 18ses genom att faktoruppdela polynomet
pa VL m.h.a. konjugatregeln.

16-x*>0 & (“A-x)4+x)>0

Direfter sammanstiller man en teckentabell;

X —4 4
4—x + + | +]0]-
44 x R

(4-x)a+x)[-Jo[+]o]-]

Fran teckentabellen laser man avatt VL > 0d4 —4 < x < 4.
Uppgift 2. (a) Antag att a, b, x > 0 samt a, b # 1. D4 giller det att

log, x

1 = .
o8 X log, b

Bevis: Sitt z = log;, x. Enligt logaritmens definition dr

z=logy,x & x=b & / logaritmera ekvationen / & log, x = log,(b*)

@/1-1 /@1 I - .
og:lagarna og, x = zlog, Z_logab'

Man har alltsa uttryckt virdet pé z pa tva olika satt. Saledes maste dessa tva uttryck vara lika.
V.S.B.
(b) Antag att x,y > 0och 0 < a # 1 ochp € R. D4 giller det att:

log,(xy) =log, x +log,y,  log,(x") = plog, x, loga(g) = log, x —log, y.

Bevis: Eftersom logaritmfunktionen och exponentialfunktionen dr inversa till varandra, sa giller
det att z = a'°%«* for alla positiva reella tal z. Saledes

%8V = xy = x . y = @18 ¥ . gl8aY = / potenslagarna / = l°8a*+08ay

Ekvationen a'°8«(¥) = l°8.x+1o8. ¥ medfor att exponenterna 4r lika (ty exponentialfunktionen ér
omvindbar) och darfér log, (xy) = log, x + log, v. V.S.B.



Logaritmlagen for en kvot bevisas analogt:

log, x
dosatx/y) X _ 4

y aloga Y

= / potenslagarna / = glogax-log,y

Ekvationen a'°8«(*/¥) = 4l°8.¥~108. ¥ medfir att exponenterna ir lika (ty exponentialfunktionen 4r
omvéndbar) och darfér loga(g) = log, x — log, y. V.S.B.

Logaritmlagen for en potens bevisas analogt:
log,(x?) _ . p _ _ (. Jog, x\P _ _ plog, x
a %X = xP = (x) = (a°%«*)" = [potenslagarna| = af 8a*

Ekvationen a'°%«*") = gP1°8.* medfor att exponenterna 4r lika (ty exponentialfunktionen 4r om-
vindbar) och dérfor log, (x?) = plog, x. V.S.B.

(c) Man bdrjar med att férenkla HL m.h.a. de riktiga logaritmlagarna:

In(2x +y) =2lnx+Ilny < In(2x+y)=In(x’y) & / In dr omvéindbar/

() 2x
=
x2 -1

& x+y=xy © ua=xy-y © 2x=Kx'-1)y =y.
(*) Om x vore lika med +1, s4 skulle den sista ekvivalensen fallera. A andra sidan r det uppenbart
att ekvationen 2x = (x? — 1)y inte I6ses av x = +1 och s4 gar det bra att dividera ekvationens bada
led med (x% — 1).

Villkoren x > 0 och y > 0 som ska gilla samtidigt for att alla uttrycken i den ursprungliga
ekvationen "In(2x + y) = 2Inx + Iny” dr definierade ger att

2x 2x
>0 & x>0 &

— >0 & x>1.
X2 -1 (x—1)(x+1)

x>0 &

Svar: Likheten In(2x + y) = 2Inx + Iny drsannom y = 2%,

ddr x > 1 dr godtyckligt.

Uppgift 3. (a) Bérja med variabelbytet ¢t = 3%, Notera att 9 = (3%)* = 3** = t* Man fér en
andragradsekvation som l6ses m.h.a. pg-formeln.

9% +2.3¥-15=0 & /t:ex/ o tP+2t-15=0

=5

3
el tLZ:—liV1Z+15:—1i4:{

Sedan bestimmer man x via bakatsubstitution:

3¥=3 o x=1.
3* = =5 har ingen reell 16sning ty exponentialfunktionens virde dr alltid positivt.

Svar: Ekvationen har endast en reell 16sning, x = 1.

(b) Man bérjar med att ta fram mangden av alla de vinklarna v € (37, 2) fér vilka samtliga
uttrycken i ekvationen dr definierade. (Man far gdrna strunta i detta steg forutsatt att man i slutet
av uppgiften gor en ordentlig kontroll av de funna I3sningarna.) For att tan 2v dr definierat, sa
kravs detattv # 27 ochv # 271.



Sedan skrivs tan 2v om enligt dubbla vinkelns formel:

2tanv 2tanv
tan2v =3tanvy & — =3tany & — —3tanv =0
1 —tan?v 1 —tan%v
2 —3(1 — tan®v)
(——S)tanvzo = -tanv =0
1—tan?v 1—tan?v
, 3tanv—1=0
3tan“v—1
——  -tanv =0 & eller
1 —tan%v
tanv =0
tanv = +1/v3 v=x1/6+kr
=N eller = eller
tanv =0 v=0+ko,

ddr k € Z. Det kvarstéar att ta fram samtliga vinklar med lampliga val pa k s& att vinkeln hamnar i
det onskade intervallet (37, 3). Totalt fir man féljande 18sningar:

- 5 T
V= — 41 = -7, vV=—+4+mT=-, v=04+mT=1o.
6 6 6 6

Ifall man struntat i definitionsméangderna i borjan, sé kravs det prévning av de funna rétterna i
den ursprungliga ekvationen:

Kontrollavv = 27: VL =tan(3r) = -V3 HL =3tan(3r) = -3/V3=-V3 VL=HL,
Kontrollave = 7: VL =tan(27) =0 HL = 3tan(r) =0 VL =HIL,
7

Kontrollavv = Z7: VL =tan(Zr)=V3  HL=3tan(Zr)=3/V3 =13 VL = HL.

Srov=1,0=

Svar: Ekvationen har tre 16sningar i det angivna intervallet, v = 2

AN

TT.

Uppgift 4. Enligt sinussatsen 4r sina = (a/b)sin f = (1/V2) - (V2/2) = 1/2. Saledes &r a = 30°
eller @ = 150°. Det kan dock inte vara 150° eftersom & + f skulle bli 195°, vilket 6verskrider 180°.
Darfor dr « = 30°. Sedan y = 180° — (a + ) = 180° — 75° = 105°. Det kvarstar att bestimma
langden pé sidan c. Man kan utnyttja sinussatsen en gang till:

a 1
¢ =——-siny = —sin105° = 2sin(60° + 45°) = 2(sin 60° cos 45° + sin 45° cos 60°)
sina 1/2

(B LN _EeNE,,

2 2 2 2 2

Svar: a = 30°,y = 105°, ¢ = (V6 +V2)/2 dm.

Uppgift 5 (via Eulers formler). Man ska ersitta sin x och cos x pd VL med deras Eulers formler,
d.v.s. (e™* — e™™*)/2i respektive (e'* + e7*)/2.

. el _eTiX\2 plX 4 oTiX esz -2+ e—12x ex 4 eI
4sin"xcosx =4- - . =4- .
21 2 —4 2

2 — ei2x _ e—i2x eix + e—ix eix + e—ix _ ei3x + e—i3x
= ( 5 X ) = ( ) 2( ) = cosx —cos3x, V.S.B.




Uppgift 5 (via trig:ettan och Eulers formler). Man ska ersitta sin® x enligt trig:ettan och det upp-
komna cos® x pa VL férenklas via Eulers formel fér cosinus och kuberingsregeln.

» ) s eix + e—ix 3
4sin“xcosx = 4(1 —cos“x)cosx =4cosx —4cos’x =4cosx — 4 —
ei3x + 3€ix + 3e—ix + ei3x ei3x + e—i3x eix + e—ix
=4cosx —4- :4cosx—( +3- )
8 2 2
= 4cosx — (cos3x + 3Cosx) = COSX — COS 3x, V.S.B.

Uppgift 5 (via de Moivres formel). Man skriver om cos 3x m.h.a. de Moivres formel och trig:ettan:

cos 3x = Re e = Re((e™)?) = Re(cos® x + 3i cos” x sin x — 3 cos x sin” x — i sin’ x)

= cos> x — 3 cos x sin® x = cos x(1 — sin® x) — 3 cos x sin® x = cos x — 4 cos x sin® x.
Detta uttryck sitts in i den 6nskade likhetens hogerled:
HL = cos x — cos 3x = cos x — (cos x — 4 cos x sin® x) = 4 cos x sin®x = VL, V.S.B.

Uppgift 6. HL skrivs i poldr form:

—4 = 4cos @,
0 = 4sin ¢.

. Re:
w=—-4=|wle?, dir |w|=V42+02=V16=4 och ¢ uppfyller {I ¢
m:

Alltsd cos ¢ = —1 och sin ¢ = 0, vilket uppfylls av (t.ex.) ¢ = .
Den givna ekvationen lyder

(z —i)* = 4e'"*%7)  dirk € Z.
Losningarna ges av

(Z _ l) — %ei(n+2kﬂ)/4 — \/Eei(n/4+k7r/2)’ dirk € Z.

Det var en fjardegradare, sé det finns fyra stycken l6sningar. Man sdtter in k = 0, 1, 2,3 och inga
fler behovs:

k=o: z—i:\/Eei”/‘l:\/E(cos%+isin%):1+i = z;=1+2i.
k=1 z—i:\/EeB”/‘l:ﬁ(cos%+isin37”):—1+i =  z;=-1+2i.
k=2 z—i:\/Eeif’”/‘l:\/E(cos%+isin57”):—1—i =  z3=-1.

k =3: z—i:\/Eei7”/4:\/§(cos77”+isin77”):1—i = zz4=1.

Svar: Ekvationen har fyra l6sningar: z; = 1+ 2i; 2z, = =1 + 2i,23 = —1ochz4 = 1.

Uppgift 7. (a) Om man férséker sitta in x = 3, s& far man ett obestdmt uttryck ”$”. Bréket behdver
alltsé forenklas, t.ex. genom att forldnga det med téljarens konjugat och genom att faktoruppdela
namnaren:

\/3x—5—\/x+1_x/3x—5+\/x+1_ (3x —5)—(x +1)
X2=5x+6  \Bx—5+vVx+1 (x2—5x+6)(VIx—5+Vx+1)
2x —6 ZM

T -2 x-3)(x—5+vVrtl) (x-2)x—3(x—5+Vxt1)



Nu har hela braket blivit kontinuerligt och s& kan man berdkna

o V3x-5—-WVx+1 2
lim 5 = lim
x>3  x?—5x+6 =3 (x = 2)(V3x =5+ Vx + 1)

2 2 2 1

:(3—2)(\/3~3—5+\/3+1):1-(\/Z+\/Z):4_z'

1
Svar: —.
2

(b) Om x — —oo, s& kommer uttrycket bli det obestimda ”"—co + y/+00”, Man ska alltsa forst
forlanga med konjugatet och sedan bryta ut de dominerande potenserna av x. Observera dock att
x 4r negativt, vilket innebir att Vx? = |x| = —x.

x—Vx2—4dx+1 x"—(x*—4x+1)
x—Vx2—4x+1 x—-Vx?—-4x+1

(x+ x2—4x+1)'

~ 4x -1 ~ 4x -1 x4y
x—lxl{J1-2+% x+x1-2+% x-(1+,1-2+%)
Darfor blir
4- 3 4-0 4
lim (x + Vx2 —4x +1) = lim = = =-=2.
x—)—oo( ) X——00 4,1 1+ m 2
1+ y1—-<+ P
Svar: 2.
Uppgift 8 (instdngningssatsen). Sitt t = 2x* i dubbelolikheten, vilket ger
) 5 2x? _
1+2x? <™ <1+2x%+4x' = 2P <™ —1<2x*+4x' > 2< < 2+4x°

X

Eftersom VL = 2 — 2d& x — 0 och samtidigt HL = 2 + 4x* — 2dd x — 0, s4 f&r man
att gransvirdet av det mellersta uttrycket i dubbelolikheten existerar och dr lika med 2 enligt
instangningssatsen.

Uppgift 8 (variabelbyte). Man kan strunta i dubbelolikheten och utnyttja variabelbyte z = 2x?:

, -1 e o z = 2x? |
lim =2lim = =2 lim =2-1=2,
x—0  x2 x>0  2x2 z— 0Tommx — 0

2x?

ddr gransvirdet (e* — 1)/z — 1 ingdr i definitionen av exponentialfunktionen med basen e.

Uppgift 9.
lirrllf f(x) =2, lirrll+ f(x) =0, lim1 f(x) existerar ej, f(1) =1,
lirrzlf flx) =1, lirrzl+ flx) =1, lirr; f(x) =1, f(2) =1,5.

Uppgift 10. Den givna funktionen dr en vil-definierad kvot av en trigonometrisk funktion och ett
polynom da x < 0, vilket innebdr att den ar kontinuerlig i intervallet (—oo, 0). Den givna funktio-
nen 4r ett polynom dd 0 < x < 2, vilket innebdr att den &r kontinuerlig i det 6ppna intervallet



(0, 2). Den givna funktionen dr en val-definierad rationell funktion da x > 2, vilket innebér att
den dr kontinuerlig i intervallet (2, o). De enda problematiska stdllena, som behdver undersokas,
dr alltsd x = 0 och x = 2.

For att f blir kontinuerlig i punkten x = 0, s& krdvs det att lim,_,o f(x) = f(0). Eftersom
f definieras med olika formler till vdnster och till hoger om 0, s& innebédr detta att de ensidiga
gransvdrdena vid x = 0 behover undersokas och limy_,o- f(x) = f(0) = limy_o+ f(x) krévs.

= lim = =3 lim — =3-1=3,
2x x—0~ 6x z—0" Z

0= —

sin 6x 3 sin 6x / zZ = 6Xx / . sinz
f(0)=0a+b =0,
lim f(x)= lim(ax+b)=a-0+b=0.
x—0% x—0%
Det krdvs alltsa att 3 = b.
For att f blir kontinuerlig i punkten x = 2, sa krdvs det att lim,_,, f(x) = f(2). Eftersom

f definieras med olika formler till vanster och till hoger om 2, s& innebéar detta att de ensidiga
gransvirdena vid x = 2 behver undersdkas och limy—,o- f(x) = f(2) = limy_,+ f(x) krévs.

lirrzl_ f(x) = lirrzl_(ax +b) = lirrzl_(ax +3) = 2a+ 3,
f(2)=2a+b=2a+3,

2

X“—=3x+2 x—1
lim f(x) = lim ——— = lim #: lim(x-1)=2-1=1.
x—2% x—2% xX—2 x—2+ x—=7 x—2%

Det krivs alltsa att 2a + 3 = 1, vilket ger att a = —1.

Svar:a = —1och b = 3.



