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Tentamen i MVE425 del B.

Losningar bor vara vil motiverade. Om inget annat anges sa skall svar ges exakt (dvs

x = 7 snarare 4n x ~ 3.14). Maximal podng ar 50. For betyg 3 krdvs 20 poéng, 4 krivs
32 poang, 5 kravs 42 poang.

1. Denna uppgift bestar i ett antal pastaenden. Varje pastaende ska endast besvaras
med sant eller falskt. Rétt svar ger 1p och fel svar ger -1 poéng (inget svar ger Op).
Man kan inte fa mindre dn Op totalt pa denna uppgift.

a) Det géller alltid att sin(arcsinz) = z for alla x dir bada sidorna &r definierade.

b) Lat z vara ett komplext tal. Da ar — alltld ett reellt tal.
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c f(z) har gransvirdet 3 da x gar mot 5 s &r alltid f(5) = 3.
d ( ) = 2? dr en inverterbar funktion.
e) Om re” = Re'V dir r, R,v,V ér positiva reella tal s dr r = R.
f) O ! t tt L

m sinv = — s vet vi att cosv = —.

Ve Ve

SVAR:
a) sant
b) falskt
c) falskt
d) falskt
e) sant
f) falskt

2. I foljande uppgift skall endast svar anges.
a) En triangel har tva sidor a = 2 och b = 1 med mellanliggande vinkel C' = 7/3.
Bestdm triangelns area. (2p)

b) En triangel har tva sidor @ = 5 och b = 3 sa att sin B = 1/4 dir B é&r vinkeln
motstaende sidan B. Bestdm sin A dir A ar vinkeln motstaende sidan a.  (2p)

c) En triangel har sidorna a = 3,0 = 4,¢ = 4. Bestdm cosC' dar C' &r vinkeln

motstaende sidan c. (2p)
SVAR:
a) Arean éir 05-2-1- sin(%) = \/75
b) 137 = 2 ger sind = 5.

c) 2abcosC' = a® + b* — ¢* ger cosC = 2

Réattningskommentarer:
2p for ratt svar pa varje, 1p for "néstan" rétt svar, t.ex. 3/4 eller -3/8 pa c).



3. Los foljande ekvationer

a) In(x +2) +In(x —2) =1nb (2p)
b) sin3v = cos2v (2p)
SVAR:

a) In(z? —4) = Inb ger 22 —4 = 5 Vi far en falsk rot = —3 samt den riktiga roten
=3

b) Kan exempelvis 16sas genom att anvinda sin(z + ) = cosz for att fa sin(3v) =
sin(2v + 7). Da finns tva losningsfamiljer. 3v = 2v + § + 27 -n samt 3v = m — 2v —
% +2m-n. vi far de tva l6sningarna (som kommer i familjer dér n &r godtyckligt
heltal).
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Réattningskommentarer:

Podngavdrag pa a) om man inte kollar falska rotter/bara pastar att x=3 ar roten
utan motivation (mindre podngavdrag for andra). Pa b), far 1p for att hitta en
16sningsfamilj, 0.5p om man bara hittar en 16sning (t.ex x=pi/2). Avdrag for diverse
misstag/periodfel etc.

. Polynomet 2% — 423 — 42% + 362 — 45 har en rot 2; = 2 + . Finn alla rotter. (6p)

SVAR:Reella koefficienter ger att rotter kommer i konjugerade par. Alltsa sa ar
29 = 2 —idenrot. D dr 22 — 4z + 5 en faktor. Den andra faktorn kan fas genom
exempelvis anséttning eller polynomdivision. Den ér 22 —9 sa de andra tva rotterna
ar z3 = 3 samt z4 = —3.
Réattningskommentarer:
Att hitta en rot via konjugerade par ger 2 delpoéng ungefir, ansitta p(z) = (z —

r1)(z — r2)g(z) och sedan ta fram g(z) ger 2 delpoéng till, att sedan hitta rétterna
till g(z) och sammanstélla alla rotter korrekt ger ytterligare podng for att fa fullt.

. Los ekvationen 2% = (1 +4)°. Losningar kan anges pa polir form. (6p)

6mi

SVAR:Ansétt z =re®™. Dahar vi 1 +i = \/Qe%i och r8e8 = 23¢75 . D& arr = V2
och v = 7 +n¥% dir n ar ett godtyckligt heltal. Rotterna blir alltsa:

i
z1 =V2e4

Z9 = \/EG%JF?
Z3 = \/§€%+%
24 = ﬂ@ﬁfﬂ_%
25 = \/§€%+%

™ 5w
Ty om

2 = V2473

Réattningskommentarer: Flera saker som ska goras: Hitta polar form pa HL ger
delpoiing kanske 2 st (skriva om 1+i forst, och sedan hantera att det ar (1 +4)°).
Ansats pa z = re’. Vinklar och absolutbelopp ska identifieras. Vinklar ska anges
med korrekt period och det ska sammanstillas till vad z &r. Detta ger 2-3 poéng till.
Sedan sa ska verkliga svaret ges (dvs vi vill bara ha 6 rotter) for att fa full poéng.

6. Visa foljande likheter:



a) 2sinusinv = cos(u — v) — cos(u + v) (2p)

b) sin(z+y+2) = cosx cos ysin 2+ cos y cos z sin x + cos z cos x sin y — sin z sin y sin z
(3p)

SVAR:Dessa kan visas pa flera sitt, hir ar ett av dem. a) cos(u —v) = cosucosv +
sinwsin v samt cos(u + v) = cosucosv — sinusinv enligt formelsamling. Alltsa sa

ar 2sinusinv = cos(u — v) — cos(u + v).

b) sin(x +y + 2) = Im(e@Hv+)i = Im(e®ee’®) = Im((cosx + isinz)(cosy +
isiny)(cos z+isin z) = cos x cos y sin z+cos y cos 2 sin x+cos z cos x sin y—sin z sin y sin z

Réattningskommentarer:

Da det var fel pa uppgbb sé gav jag 3p pa uppgift a (tror néstan alla gjorde ratt
eller inget alls hér, sa det var inte sa komplicerat att rétta). Pa b) sa gav jag tva
poang om man hade nagot som ledde at rétt hall, t.ex. anvinda additionsformel pa
sin(z+y+ z) = sin((x +y) + 2) i flera steg. Sjélva observationen sin(x +y+ z) =
sin((z 4+ y) + z) med senare misstag eller tveksamheter kan ge endast 1p. Om man
faktiskt VISAR att HL inte var lika med VL (genom att t.ex. ge en vinkel da de inte
stammer Gverens) skulle ocksé gett 2p, dock s& var det ingen som faktiskt visade
detta (&ven om det var manga som pastod det).



7.a) Berdkna

. ow?—4
lim
z—=2 x — 2
(2p)
b) Berékna
lim sin(3x)
x—0 x
(2p)
c) Bestdm a, b sa att foljande funktion &r kontinuerlig
”;2_’24, om x > 2
flz)=¢ ar+b, om0<z<2
w, om z < 0.
(2p)
SVAR:
a)Polynomdivision ger « + 2 som har gransvérde 4.
b) Forlanger vi med 3 sa far vi 3% som gar mot 3. Ett (mer komplicerat) alter-

nativ dr att anvinda formeln i 6b med z =y = 2.

c¢) Utanfor brytpunkterna (z = 0 och x = 2) sa &r funktionen kontinurlig da delarna
ar kontinuerliga. Det ar kvar att undersoka brytpunkterna. For kontinuitet sa ska
gransvéarde vara lika med funktionsvirdet. Detta ger genom hoger /vinstergransvéirde
(tillsammans med a) och b)) att 4 = 2a + b = 2a + b samt 3 = b = b. Det inses létt
att a = %, b = 3 &r enda losningarna.

Réattningskommentarer:

Pa a) och b) sa fick man 0.5-1p for ritt svar och resten for utrdkning. Pa c) sa
Bor man dels papeka att brytpunkterna éar de intressanta (man kan forlora 0-0.5
p hér). Dérefter sd bor man sdga nagot om hur man anvénder kontinuitet (t.ex.
VGV=HGYV i punkterna), rikna ut HGV/VGV och till sist 16sa ekvationssystemet.
Da det ar flera delar sa kan man fa flera sma avdrag.

8. Antag att z ar ett komplext tal sa att |z| = 1 och att z inte &r reellt. Visa att i—ﬂ
ar rent imagindrt (dvs har realdel 0). (6p)

SVAR: Vi minns att 2z = |z|> = 1?2 = 1. Notera att 2 — 1 = z—1 och att ww = |wl|?
for alla komplexa w. Vi har

z+1  (z4+1)(2—-1) 2z2—-1+4+2-2 zZ—z

z—1 (z=D(z-1) |z=1]2  |[z—=1¥

Vi ansétter nu z = a + bi. D& har vi

z+1  zZ—2z  (a—bi)—(a+bi) —2bi
z—1 |z—12 Ja+bi—1]2  |a+bi—12
Da ﬁ ar reellt (da b och absolutbelopp &r det) s& ar alltsé % rent imag-

inért (ett reellt tal multiplicerat med i) vilket skulle visas.

Extra kommentar: Om man ldser mer om komplexa tal (eller har en vildigt vé-
lutvecklad kéinsla for geometrin hos rationella funktioner) sa kan man se att funk-

tionen w = f(z) = zf—i ar en sakallad Mobiusavbildning som har den trevliga



egenskapen att den avbildar cirklar och linjer i komplexa talplanet pa andra cirklar
och linjer (s& en cirkel kan hamna pa en linje och vice versa). Da startar vi med
cirkeln |z| = 1. f(=1) =0, f(i) =i och f(—i) = —i. D& det inte kan g& nagon
cirkel genom —i, 0,7 s maste alltsd var cirkel |z| = 1 hamna pa en linje, den linjen
som gar igenom de tre punkterna ar just linjen Rew = 0.

Réattningskommentarer:

Om man kollar nagot fall (vanligen +i fran ett feltdnk ang. vad z kan vara) sa far
man 0.5p. Korrekta observationer som kan vara anvindbara, exempelvis a® +b? = 1
da |z| = 1 eller b # 0 kan ocksa ge 1p eller sa. Inte s& manga som kom ldngre utan
att klara alltihopa, men delpodng kan ges for att forlinga med konjugatet (dvs med
zZ—1, inte z + 1).

. Formulera och visa Eulers formler (du far utgé ifrdn definitionen av e). (5p)
SVAR:Se boken.

Réattningskommentarer:

De flesta som gjorde denna klarade det bra. Jag drog av litegrann for att man bara
anvinde e~ = cosv — isinv direkt, dd man bara fick anta formeln foér e?, dvs man
borde skriva mellansteget e~ = cos(—v) +isin(—v) = cosv —isinv. Om jag minns
ratt sa fick man 2p rakt av for korrekt formulering av vad sin/cos ér.



