Matematiska vetenskaper Losningsforslag till tentamen
Chalmers tekniska hogskola 2018-08-29, 8:30-12:30

MVE425: Tekniskt basar - Matematik, del B

Uppgift 1. Man utgar fran sambandet y = tan(4 f ) och léser ut x:

x2

/e mn
= tan( ) & arctany = arctan tan( ) & arctany =
Y 4 + x? Y ( 4 + x? Ty
) 2 T 2 T T
S 4+ =— & x'=—-4 & x=x |— -4
arctany arctany arctany
Det dr tva steg ovan som inte &r sjdlvklara. I det steg som markerats med ”!!!I” anvinde man att

his
4+x?

arctan(tan 0) = 0, vilket endast dr sant dé vinkeln 0 ligger mellan — /2 och 7 /2. Uttrycket
dr positivt och mindre dn 7, s& arctan och tan verkligen tar ut varandra.

I det steg som markerats med ”(!)” krévs det att man inte delar med noll. Man behéver alltsa
veta att arctany # 0, vilket géller omm y # 0. Fér %5 € (0, %], dry = tan(;%5) € (0,1].

(a) Det var givet att x > 0 och sé dr det den positiva kvadratroten som plockas fram:

-1 Jr
= — — 4, € (0,1].
() arctany y €(0,1]

(b) Det var givet att x < 0 och sa dr det den negativa kvadratroten som plockas fram:

1 JT
=— |—— —4, € (0,1].
g (y) arctany y € (0,1]

Uppgift 2. (a) Med hjilp av potenslagar far man att

13 1 13 13 13
PPNy = = o 42"+ - 2422 =2 & = 2N =—
8 2 8 2 8
1 1
& 2’“:Z & 2’“:2— o 2=27% o x=-2

Svar: x = —2.

(b) Uttrycken i ekvationen &r definierade da (¢t + 1) > 0 och (13* — t*) > 0 och (13 — t) > 0.
Dessa forenklas till + > —1 och || < 13, vilket kan skrivas som ett enda intervall t € (-1, 13). Om
man far ndgon 18sning utanfor detta intervall, s dr den en falsk rot. (Om man struntat i defini-
tionsmangderna i borjan, s& méste man gora en ordentlig kontroll av de funna I3sningarnal)

Enligt konjugatregeln &r 13% — t* = (13 — t)(13 + t). Logaritmlagarna ger att

2In(t+1) =In(13* =) -In(13-t) & In(t+1)*=In(13+1)+1In(13 -¢t) - In(13 - 1)

e Int*+2t+1)=In(13+1) & /lnéromvéndbar/ & tP4+2t4+1=13+1

) -1 1 -1 49 -1 7 3
& PH1-12=0 © hy=—4[/-+12=—,/—=—+-=
“2 4 2 4 2 2 (4

Losningen "—4” ligger utanfor intervallet (—1, 13), sa det dr en falsk rot.

Svar:t =3



(c) Sinus pa VL ersitts med cosinus p.g.a. sambandet sina = cos(3 — a).
. JT T V9
sin(2v) = cos(Zv + g) S cos(z - Zv) = cos(Zv + g)

Z-20=2w+3%+2kn, kezZ  (Fall1)
= eller
Z-20=-20-7F +2kn, keZ (Fall2)

T T T T 3
Fall 1; ——2v=20+—+2kr © 4v=—-—=-2krx © 4v=—-2krx
2 5 2 5 10
3x  krx
V= — — —
40 2
T T T 7 77
Fall 2: ——2w=-2v——+2kr © 0=—+—-2kr & 0=— -2km,
2 5 2 5 10

ddr den sista ekvationen aldrig kan vara sann for k &r ett heltal. Saledes leder Fall 2 inte till ndgra
16sningar.

3r  krx
Svar:v = — + —,ddrk € Z.
40 2

Anmdrkning: Det skulle kunna gé lika bra att ersétta cosinus pa HL med sinus i borjan. En sadan

3
ersittning skulle ge ekvationen sin(2v) = sin(ﬁ - Zv).

Uppgift 3. (a) T = 1absiny eller T = Jbesina eller T = Zacsin .
(b) Se Fall 2 av beviset i Avsnitt 3.2 i kursboken.

(c) Indirekt bevis: Skulle triangeln vara ritvinklig, sa vore sidorna a och b dess kateter (ty a <
b < c)ochsédblevearean T = %ab, vilket dock strede mot forutséttningen att T < %ab. Triangeln
kan allts4 inte vara rdtvinklig.

(c) Direkt bevis: Eftersom a < b < ¢, sa giller det att
1 1 1
T < -ab < —ac < -bc
2 2 2

Enligt areasatsen 4r T = %absiny = lacsinf = ibcsina ochsdsiny < 1,sinf8 < 1och
g 2 Y 2 2 Y
sina < 1.Saledes y # 90°, B # 90° och o # 90°.

Uppgift 4. Summan av triangelns vinklar dr 180°,sd y = 180° —a — § = 180° —30° — 45° = 105°.
Sidorna a och b kan bestimmas m.h.a. sinussatsen, vilket krdver att man férst berdknar sin y m.h.a.
additionsformeln.

V2 1

° ° .o 0 | i 4zO ° 3 V2 6+ V2
siny = sin(60° + 45°) = sin 60° cos 45° + sin 45° cos 60° = £ . £ + - = u
2 2 2 2 4
Sinussatsen ger

a c sina 1/2 10 5(V6 — V2)
- = — = a==¢c- = cm.
sina siny

siny_S’(x/E+xE)/4:x/6+\& 2

Sinussatsen anvinds en gang till och da ger den att

b c o} .sinﬁ_5 V2/2 10 _5(\/5—1)Cm.

sin - siny -

siny  (Ve+v2)/a V341 2
Svar:y =105°, a=2,5(V6—-+v2)cm och b=25(3-1)cm.



Uppgift 5. Samtliga parenteser i braket 6verfors till poldr form:
3
li-1=v2 = i—1=\/_(7\/_+1§):\/E(cosj+lsm—) \2el37/4
3 1 Vs T j
V3 +i| =2 = \/§+i:2(£+i—)=2(cos—+isin—):26m/6.
2 2 6 6
1 - - - .
1-iV3=2 = 1—i\/§:2(2 +l—\/_) =2(cosT+isin?) =2¢77 3

Parentesernas potenser i braket berdknas m.h.a. de Moivres formel.

(i—1DV3+1i) _ (‘/Eei3ﬂ/4)8 (2e7/0)7 _ 98/247-10 ,i(8:37/4+7-7/6-10(=7/3)) _ ,1,i637/6
(1 —iV/3)10 (2e~in/3)10

= 2(cos(10,5 7) + isin(10,5 n)) = z(cos(%) + isin(%)) = 2(0 + il) =2i.

(i-1D*W3+i) _
(1- 3
Uppgift 6. Polynomet har endast reella koefficienter, sa komplexkonjugatet av 1 + 2i, d.v.s. 1 — 2i,

ar ocksd en rot till ekvationen. Tredje 16sningen hittas d& polynomet pa VL divideras med de kdnda
rotfaktorerna (z — (1 + 2i)) och (z — (1 — 2i)).

Svar:

22+22-z+15 2+ —z+15
(z—(1+2i)z—-(1-2i)  22-2z+5

Ekvationens vinsterled kan alltsa faktoruppdelas VL = (z — 1 — 2i)(z — 1 + 2i)(z + 3), vilket visar
att —3 dr den tredje l6sningen.

Svar: Ekvationen z* + 2% — z + 15 = 0 l6ses av z,, = 1 + 2i och z3 = —3.

Uppgift 7. (a) Bréket ska forldingas med ndmnarens konjugat.

sin 3x x+4+V4—x (sin3x) - (Vx+4+ V4—x)
Vx+4—-Vi—x Vx+4+Vi—x (x+4)—(4-x)
sin 3x 3 sin3x 3
= -(Vx+4+\/4—x):£- 3 -(Vx+4+\/4—x)—>§~1~4:6 ddx — 0.
x x
——

e —0+4+V4—0=4
Svar: 6

(b) Det handlar om ett obestdmt uttryck ”co — 0o”, Férldngning med konjugatet ger

x+Vx2+6x+3  x%—(x?+6x+3) —6x — 3
(x = Vx2 + 6x +3) - = = )
X+ Vx2+6x+3 x+Vx2+6x+3 x+Vx*?+6x+3

Nadr man bryter ut de dominerande faktorerna, sa fas att

_6x_3 _6_% _6_0 °
=+ - =-3 dix — oo.
X+ Vx?2+6x+3 1+ J1+8+3 1+V1+0+0
X X

Svar: -3



Uppgift 8. Nir den givna dubbelolikheten divideras med sin 2x = 2 sin x cos x, sa far man att

sinx —sin’x  In(1+ x)
< <

sin x

2 sin x cos x sin 2x
—————
_ 1-sinx
~ 2cosx
Eftersom
1-—sinx 1-0 1
=- dix— o'
2cosx 2-1

ger instdngningssatsen hogergransvardet lim
x—07*

. 1
- ddo<x < -.
2sinx cos x 2
— e
_ 1
~ 2cosx

1
2Ccosx

—

2

medan

1
-1

ddx — 0%,

In(1+x) 1

sin 2x

2
For att bestdmma vanstergransvardet, sd behdver man vianda pa olikhetstecknen nar dubbe-
lolikheten divideras med sin 2x eftersom sin 2x da dr negativt.

sinx —sin’x _ In(1+ x)
> >

sin x

2sin x cos x sin 2x
—————
_ 1-sinx
~ 2cosx
Eftersom
1-—sinx 1-0 1 . _
— =- ddx—>0
2Cosx 2-1

ger instdngningssatsen vinstergrinsvirdet lim
x—07

.1
- da— <x<o.
2sInx cosx 2
N————
_ 1
2Ccosx

1
2cosx

2-1

-

medan dax — 07,
In1+x) 1

sin 2x 2

De tvé ensidiga grénsvirdena 4r lika, sa grinsvérdet existerar och ér lika med 3.

.1
Svar: >

Uppgift 9. Rationella funktioner samt kvadratroten &dr kontinuerliga pa sina definitionsméngder,
vilket innebdr att funktionen f dr kontinuerlig pé intervallen (0, 1), (1, 4) och (4, co) oavsett vilka
virden a och b har. Man behéver alltsé underscka brytningspunkterna x = 1 respektive x = 4.
For att fa kontinuiteten i dessa tva punkter, kravs det att lim,_,;- f(x) = f(1) = limy_q+ f(x)

ochlimy,_,4- f(x) = f(4) = limy_4+ f(x).

lim f() = lim 25572 gy EE DAY 1+2
x—1" X Cxsl x2—x x>l x (x—1) 1
lirr11+f(x):lir111+(a\/3_c+bx):a\/I+b-1=a+b:f(1) = a+b=3
lim_f(x) = 1ir51_(a\/§+bx):a\/1+b-4:2a+4b: f(4)

16
lirnf(x):limﬂ:lim 64— T6T -1 =1 = 2a+4b=1
xat x—4t 4—x  xoat (A—x)(8+4VX) 8+4Va

a+b=3

l6sesava =5,50chb = —2,5.
2a+4b =1

Ekvationssystemet {

Svar:a = 5,50ch b = —2,5.



