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MVE425: Tekniskt basar - Matematik, del B

Uppgift 1. (a) D¢ = [1,4) (=méingden av x-virdena i funktionens graf) och V¢ = [0, 2) (= mangden
av y-vdrdena i funktionens graf).

(b) Grafen klarar dubbla linjaltestet och s 4r f omvindbar. Grafen till £~ fis genom att spegla
grafen till f ilinjeny = x:

Uppgift 2. (a) Dividera bdda leden med e** och dérefter logaritmera ekvationen:
e =7 o =7 o In(e*) =In(7e)
In(7e) 1+1In7
X = = :
3 3
(b) Tillimpa den inversa funktionen till In (d.v.s. e?) och dérefter den inversa funktionen till Ig
(d.v.s. 10%):

In(lgi2x)) =0 & M) =0 o g2x)=1

o 3x=In(7e) &

o 108 =10 o 22x=10 & x=5.
Kontroll: VL = In(lg(2 - 5)) = In(lg(10)) = In(1) = 0 = HL.
(c) Forenkla uttrycken m.h.a. logaritmlagarna och sedan utnyttja omviandbarheten av In:
2ln(x+1) =In2+In(x+5 < In((x+1)°) =In(2(x +5))
&  In(x* + 2x + 1) = In(2x + 10)
& xX*+2x+1=2x+10 © x*=9 & x=43.

Kontroll:

x =3 VL =2In(3+1) = 2In4 = In(4?) = In 16.
HL=In2+In(3+5)=In2+1In8=1In(2-8) =1In1e6. VL = HL.

x=-3: VL = 2In(-3 + 1) = 2In(-2) = odefinierat! Saledes dr x = —3 en falsk rot!

Svar: Ekvationen har endast en 16sning, ndmligen x = 3.



Uppgift 3. (a) Vinkeln bestims m.h.a. cosinussatsen a? = b* + ¢* — 2bc cos a:

2 2 2 15 -1 o_ 2
7°=5"+3"—-2-5-3cosa & —Ozcosa = cosa:? = 0{:120257'[.

(b) Areasatsen ger

besina  5-3-sin120° 15 3 1543 )
A= = - — = ———

2 2 2 2 4

Uppgift 4. (a) Arean av en triangel &r A = Jabsiny, ddr a och b dr lingderna av tva sidor i
triangeln och y dr mellanliggande vinkeln.

(b) Sinussatsen i triangeln ABC med sidldngderna a, b samt ¢ och vinklarna a, f samt y lyder:

sine sinff  siny

a b c

Bevis: Uttryck triangelns area m.h.a. areasatsen pa tre olika sétt:

absiny bcsina  acsinf / 2

2 2 2 abe

pdisiny  2b<sina  Rmcsinf
208 ¢ © Rabe  24UbY¥

siny sina sinf

V.S.B.

c a b
Uppgift 5. De sokta talen a och ¢ kan berdknas genom att f6lja beviset av amplitud/fasvinkel-

omskrivningen: Borja med att skriva om sinusfunktionen pa HL m.h.a. additionsformeln. Dérefter
identifierar man koefficienterna vid sin v och vid cos v.

acosv+ 2sinv = 4sin(v+¢) & acosv+ 2sinv = 4(sinv cos ¢ + cos v sin @)

{a =4sin¢g (koefficienterna vid cos v)

2=4cos¢ (koefficienterna vid sin v)

Séledes ska fasvinkeln ¢ uppfylla cos ¢ = 2. Enligt uppgiften ska ¢ ligga i fjarde kvadranten, och
sd dr ¢ = 300° = 27. (Observera att ¢ = —60° = —Z 4r ett felaktigt svar eftersom det inte ligger i
det givna intervallet [37, 27].)

N&r man bestimt att ¢ = 27, s& gér det att berdknaa = 4sing = 4 - (_T\/‘;’) = —2v3.
Uppgift 6. (a) Dividera ekvationen med (2 — i) och férldng braket med nimnarens konjugat:

7—i 2+i 14+7i—-2i—i> 1545i ) )
- - - = - = =3+4+i & z=3-1.
2—1 241 22 — 2 5

2-iz=7-1i © z=
(b) Man borjar med att kvadratkomplettera VL.

Z2+(2-20z+5+10i=0 & Z2+20-Dz+(Q-i)*-(1-i)*+5+10i=0

=(z+(1-1))?

& (z+1-i=(1-iP-5-10i & (z+1-i)*=-5-12i
——— S——
=-2i =w



Nu behéver man 16sa ekvationen w? = —5 — 12i. Ansitt w = u + iv, dar u och v 4r reella tal. DA blir

u?> —v>=-5 (Re)

u+iv))=-5-12i o uw+2iww-vi=-5-12i <
2uv = —12 (Im)

Man kan ldgga till en tredje ekvation genom att berdkna absolutbeloppen av bida leden:
u? + v = V52 +122 =13 (Abs)

(Re) + (Abs) ger 2u? = 13 — 5 = 8 och sd u? = 4, d.v.s.,, u = +2. Fran ekvationen (Im) fir man att
v=—6/u=—6/+2 = F3.Vihar alltsa fatt tva l6sningar:

zZ1+l—i=w= 2-3i & z1=1-2i och
Zy+1—-i=w,=-2+4+3i & z,=-3+4i.

Svar: Ekvationen 16ses av z; = 1 — 2i och z, = —3 + 4i.

(c) Detta dr en binomisk ekvation. Bérja med att skriva om HL i polér form:

IHL| = 8(~1 = V3)| = 8| — 1 - V3] = 8y(-1)2 + (—V3)? =8V4 = 8-2 = 16.

Vs
=

arg(HL) =: ¢ skauppfylla cos¢ = ;—: = _?1 & sing = % ,

Nir z skrivs i poldr form z = re?, sa blir VL = r*e?. Den binomiska ekvationen lyder alltsa

4
. . r* =16 Abs r=2
rie® = 16e"° o { (Abs) & {

40 = *Z + k2 (Arg) 0=Z+5 k=0,123.

Séledes finns det fyra 16sningar:

k = o: z0:26i”/3:2(cos%+isin%):2(%+i73):1+i 3,
k=1 21=Zei5”/6:2(c055?”+isin5?”)=2(_T3+1%):— 3+1i,
k=2 z, = 2¢7/3 = 2(cos & + isin ) :2('71+1_73) =—1-iV3,
k=3 25 = 2676 = 2(cos UX 4 jsin 1x) = 2(3 4 j=1) = 3,

»0»

Uppgift 7. (a) Insdttningavx = —2 ger ”;”, vilket dr ett obestamt uttryck. Braket forenklas genom
att forlinga det med ndmnarens konjugat och sedan férkorta:

(x+3—(x+1) Ve+x+ 2—x:(x2+6x+9)—(x2+2x+1)_(\/6+—x+ 2—x)

Ve+x—V2—x Ve+x+V2—x (6+x)—(2—x)
= (Verx+V2—x) =2+ (Vorx+V2—x) > 2+ (Vor (-2 + V2-(-2) =8
ddx — —2.

70»

, 0
dardgrinsvardet *2* — 1dd x — 0. Téljaren férlings med 3v och ngmnaren med 5v:

(b) Insdttning av v = 0 ger 2", vilket dr ett obestdmt uttryck. Man kan anvinda sig av stan-

sin(3v) . % siglv’jv . 3)5( 3 siglv’a‘u 3 1 3 .
. 50 sinsv = smw : 71 ddv—o.
sin(5v) - 22 SEb .5y 50 S 5 1 5



717 00 »

(c) Gransvardet dr av typen "==", vilket &r ett obestdmt uttryck. Man kan bryta ut domine-
rande potenser av x for att undersoka gransvirdet. Ligg marke till att x dr negativt och sa ar

Vx? = |x| = —=x, men Va3 :x.Déirfér'eir\/F/\%?: x| /x = -1

5 2
Vox?—sx+2  VxZ P Txtw Vo~ 9-0+0
35

5, 2
7 xt v

3 3 =(-1)- — > (1) ——=-3

V8 +x° Vi 38 4 Y& +1

dax — —oo.

Uppgift 8. Sitter man t = 2x i den givna dubbelolikheten, s& far man att

12x?* — 16x* 4x* 8x*
— < In(2 — cos(2x)) < - e 2xt- = < In(2 — cos(2x)) < 2x°.

Nir man dividerat alla leden med x? (som &r positivt d& x # 0), sa fas att

2x*  8x*  In(2 —cos(2x)) _ 2x? 8x*  In(2 — cos(2x))
—<{—<— & 2-— < —KL .
x?  3x? x? x? 3 x? ——
~—— 2
—2-0=2
Eftersom uttrycket In(2 — cos(2x))/x?* ér instingt mellan tva funktioner som har samma gréns-
virde dd x — 0, ger instdngningsregeln att det skta gransvirdet existerar och &r lika med det

gemensamma virdet. Saledes
In(2 — cos(2x))
m——— =2

li

x—0 X

Uppgift 9. De dnskade egenskaperna beskriver féljande villkor:
111’1217 f(x) = f(2) (vinsterkontinuitet)

lir1;1+ f(x) # f(2) (ingen hogerkontinuitet).

Man behover alltsa bestimma de ensidiga gransvirdena vid punkten x = 2.

2
X°—=3x+2 x—1)(x—-2
lim f(x) = lim =22 iy ¥ ZDEZ2)
x—2~ x—2" x—2 x—2" x—2

linzq+ f(x) = lir121+(x -a)=2-a.

=lim(x-1)=2-1=1,
x—2

Forsta kontinuitetsvillkoret ovan ger féljande ekvation:

xli_)rrzl_f(x):f(z) & 1=d & a==+1.

Man har alltsa fatt tva kandidater, a = 1 och a = —1. Dessa skall nu prévas i hogerdiskontinuitets-
villkoret limy_,,+ f(x) # f(2), vilket alltsd dr ekvivalent med olikheten 2 — a # a*:

a=1: 2-a+a> © 2-1#1 © 1#1 falskt
a=-1 2-a#d> & 2-(-1)#(-1)* & 3#1 stimmer!

Svar: Om a = —1, sa blir funktionen vinsterkontinuerlig, men inte hégerkontinuerlig vid x = 2.

Anmdrkning: Om a = 1, s blir funktionen kontinuerlig vid x = 2 (vilket inte efterfragats!)



