Matematiska vetenskaper Losningsforslag till tentamen
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MVEA425: Tekniskt basar - Matematik, del B

Uppgift 1. Man far inte dividera med noll och sa kréivs det att 2 — x # 0, d.v.s. x # 2. Dessutom &r
kvadratroten definierad endast fér icke-negativa tal och s& krévs det att £ > 0. Denna olikhet
16ses m.h.a. féljande teckenschema:

X 2 5
X—=5|-|-1]1-10]|+
2—-x|+|0|-|-]-
=AM

Svar: Dy = (2,5], d.vs. f(x) ar definierad dd 2 < x < 5.

Uppgift 2. I skdrningspunkten dr bada ekvationerna uppfyllda samtidigt. Det innebar att man
behdver 16sa ut x ur ekvationen 3e** = e?*~1, Dividera bdda leden med e?* samt med 3 och direfter
logaritmera ekvationen:

1 1
3¢ = o M= o InE®)= ln(—)
3e 3e

—In(3e
& 2x=-In(Be) & x= 2( )
Vill man bestimma skirningspunktens y-koordinat, sa sitts det funna x-virdet i y = 3e**:
y= 36—4 In(3e)/2 _ 3e_2 In(3e) _ 3eln((3e)_2) — 3(36)—2 — i — L .
9¢?  3e?

Uppgift 3. Naturliga logaritmen och naturliga exponentialfunktionen &r inversa till varandra och
sé 4r In(e?) = 2 samt e!"® = 3. Sedan anvinds logaritmlagarna och basbytesformeln till att for-
enkla uttrycket.

21g5+lln—fo—lg15+lr1(ez)—eln3 =lg(5®) +1g6 —1g15+2 -3
n

:lg(%)—1:lg(%)—1:1g10—1:1—120.

Uppgift 4. (a) Tillimpa exponentialfunktionen pa bdda leden och dérefter anvind potenslagarna:

In3 eln(x—4)

e
In3—lnx=In(x—4)—1ln15 & M3Mx = nb=d-nis o = 27
elnx eln1s
3 x-—-4 9
S —= & 3:-15=x(x—4) © x°—4x—-45=0.
x 15

Enligt pg-formeln blir 16sningarna x; , = 2 + V22 4+ 45 = 2 + 7, alltsd —5 och 9.

Kontroll:

x = —5: VL=In3-1In(-5) =444 Séledes dr x = —5 en falsk rot!
3 1

x=9: VL—ln3—1n9—ln(§)—ln(g)——ln?)

HL = In(9 — 4) — In15 = 1n(15—5) - ln(%) = _In3. VL=HL



(b) Via dubbla vinkelns formel

sinv+sin2v =0 <& sinv+2sinvcosv=0 << (1+2cosv)sinv =0

sinv =0 sinv =0 kr =k -180°
=N eller 2= eller & o= eller
1+2cosv=0 cosv = 3 +27 + 2km = £120° + k - 360°,

dér k € Z &r godtyckligt.

(b) Via ekvation av typen sin @ = sin 5

sinv+sin2v=0 & sin2v=-sinv < sin2v = sin(-v)
20 =—v+2kn 2km =k - 120°
= eller & = eller
2v =1 —(—v) + 2kn 7+ 2km = 180° + k - 360°,

dir k € Z dr godtyckligt.

, . . h e atp a—p
(b) Via formeln sin & + sin f = 2'sin —* cos —~
sin(%”) =0
. . . (3v -0
sinv+sin2v =0 Zsm(?) cos(7) =0 © eller
cos(Z£) =0
%v =kr %kﬂ' =k-120°
& eller & v= eller
v=Z2+kr 7w+ 2km = 180° + k - 360°

dir k € Z dr godtyckligt.

Uppgift 5. (a) Cosinus av vinkeln bestdms m.h.a. cosinussatsen ¢? = a* + b* — 2ab cos y:

2 _ 52 2 3 !
4=2"+3"-2:2-3co5y © ——=cosy & cosy=—-.

Eftersom cos y dr negativt och 0° < y < 180°, ligger y i 2:a kvadranten och sé 4r den trubbig.
Anmirkning: y = arccos(3t) ~ 104,5°.
(b) Trig:ettan ger

siny +cos’y =1 & sin®y=1 (_1)2 e L
y r= r= 4/ 7 16 16 =0
Observera att sin y &r positivt eftersom y ligger i 2:a kvadranten.

(c) Areasatsen ger

absiny 2-3-415/4 3vV15

A=
2 2 4
(d) Via areasatsen
besina 3V1l5 3-4-sina ) 2:3-415 V15
A= & = & sina = = .

2 4 2 3-4-4 8



(d) Via sinussatsen

sina  siny sina V15/4 _ 2V15 V15
=— < = &S sing = —— = ——.
a c 2 4 4-4 8
Uppgift 6. (a) Formulering av Eulers formler:
eix + e—ix eix _ e—ix
cosx = —Y och sinx = — didr x € R.
i

Bevis 1. Eftersom e’* = cosx + isinx, sa kan man uttrycka cosx = Ree'™ och sinx = Ime™.
Dessutom géller att Rez = (z + z)/2 och Im z = (z — Z)/2i. Saledes
eix + e? eix + e—ix eix _ e? eix _ e—ix

cosx = Ree™ = = och sinx = Ime™* = — = -
2 2 21 21

Bevis 2. Definitionen av den komplexa exponentialfunktionen ger att

j .. —i . cos jamnt .
e = cosx +isinx och e ™ = cos(—x) + isin(—x) = / / = cosx —isinx.

sin udda

Séledes

e* +e ™  cosx+isinx+ (cosx —isinx) 2cosx
= =cosx  och

2 2
eX —e™™  cosx+isinx —(cosx —isinx) 2isinx |
- = - = — = sin x. V.S.B.
21 21 21
(b) Eulers formel fér sin samt kuberingsregeln "(a + b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b>” medfér att
eix _ e—ix 3 ei3x _ 3ei2xe—ix + 3eixe—i2x _ e—i3x
4sin3x:4(—,) =4. :
21 —8i
3(eix _ e—ix) _ (ei3x _ e—i3x)
= r = 3sinx —sin3x. V.S.B.
i

Uppgift 7. (a) Sdtt z = x + iy, ddr x,y € R. Da blir z = x — iy. Saledes lyder ekvationen
C-x+iy) =Q+i)x—-iy)+4+7i © 2x+y+iQQy—-x)=x+y+4+ilx—y+7)
{2x+y:x+y+4 (Re) {x:4 {x:4
=3 =3

3y=2x+7 yzgg’ﬂ:S

2y—x=x-y+7 (Im)
Svar:z = 4 + 51.
(b) Ansitt z = x + iy, ddr x och y dr reella tal. D4 blir
Py =8 (R
(x+iy)?=8-6i © x*+2ixy-y*=8-6i oy (Re)
2xy =—-6  (Im)

Man kan ldgga till en tredje ekvation genom att berdkna absolutbeloppen av bada leden:

x?+y? = /82 +(-6)2 =10 (Abs)

10 + 8 = 18 och s& x? = 9, d.v.s., x = +3. Fran ekvationen (Im) fir man att
F1. Vi har alltsa fatt tva l6sningar:

(Re) + (Abs) ger 2x?
y=-3/x=-3/£3

21:3—i och 22:—3+i.



Uppgift 8. Grinsvidrdet dr av typen "co — 00” som kan undersokas enklare nir uttrycket férlangs
med konjugatet.

( m) x+Vx2—6x+5 x*—(x*—6x+5) 6x — 5
x — Vx% — 6x : = =

x+ Vx2—-6x+5 x+ Vx2—-6x+5 x+ Vx2—-6x+5

Nu ska den storsta potensen av x brytas ut och forkortas. Eftersom x — +o00, sd Vx? = |x| = x.

6x — 5 x-(6-2) 6— 2 6—0 ;
= = el =
x+Vx2—6x+5 \X\(1+ 1_§+i) 1+ 1_§+i 1+vVv1-0+0
V x x2 x x2
da x — 0.

Uppgift 9. Vinkeln v ligger i forsta kvadranten och s& kan man ta fram tvé trianglar och cirkel-
sektorn pé enhetscirkeln som i figuren nedan.

y € Areasatsen ger att arean av triangeln OAB = % +1-1-sinwv.
B Arean av cirkelsektorn OAB = 77 - andelen av skivan = 71%- = &,
Arean av den ritvinkliga triangeln OAC= 7 -1-h =7 -1-1-tanv.
1 “\ h  Omradena ligger inuti varandra och sé dr
sinv v tanv
AreanpaB < Aredgirkelsektorn < Arearoac 2 < E < 2
v
| x
19 1 A & sinv < v < tanv V.S.B.

Uppgift 10. Varje stycke dr en elementér funktion, vilket innebér att funktionen f 4r kontinuer-
lig pa sin definitionsméngd utanfor brytpunkterna mellan styckena. Saledes maste kontinuiteten
kontrolleras vid brytpunkterna x = 0 och x = 1.

tan 4x sindx | 4x sindx  _ 1 4% 1- L .4
lim_ f(x) — lim_ : — lim_ c.os 4x 423; — lim_ 4x — 2S{os 4x — cos 0 =2,
x—0 x—0~ Sin 2x x—0~ sin 2x - o x—0 STl 2% 1-2
f0)=0a+b=b,
lim f(x)= lim(ax+b)=0a+b=">b.
x—07F x—07*

Kontinuiteten i punkten x = 0 kréver att
lirgl f(x)=f(0)=lim f(x) & 2=b=D.
x—0~ x—07"
Nu ska vi undersoka funktionens beteende vid punkten x = 1.
lim f(x)= lim(ax+b)=a+b=a+2,
x—1" x—1"
f)=1a+b=a+2,
I x-1 V3x+1+Vx+3 o (x=1D(V3x +1+Vx +3)
im . = lim
S 3x+1-vVx+3 V3x+1+Vx+3 o1 (Bx+1)—(x+3)
- lim (—D(V3x+1+Vx+3)  V3:1+1+V1+3 4 _,
B x—1* Mz B 2 B 2 -

Kontinuiteten i punkten x = 1 kréver att

lim f(x)

linll_f(x):f(l):lirrll+f(x) & a+2=a+2=2 = a=0.

Svar: Funktionen f &r kontinuerlig pa sin definitionsmingd om a = 0 och b = 2.



