LOSNINGAR TILL TENTAMEN FOR MVE425C
Lordagen den 21 mars, 830 — 1230
1. Berdkna derivatan av foljande funktioner:

(a) €** tan(z)

D (e* tan(z)) = D (¢) tan(z) -+ €D (tan(z}) = 2¢** tan(z) + ¢**(1 + tan*(z))
= e**(1 + 2tan(z) + tan*(z))
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D (m (1 j,up_.)) = DI(—lﬁ"(l,;?;g)) = —%

(c) sin®(4x + 2}

D (sin®(4z + 2)} = 3sin®(4z + 2) D(sin{4z + 2)) = 3sin®(4z + 2) cos(4x + 2)D{dz + 2) =
= 12sin®(4x + 2) cos(dx + 2)




2. Betrakta funktionskurvan av f(z) = 322 + 2. Hitta de punkter pé kurvan vars
tangenter passerar genom origo.

Vi bérjar med att ta fram ekvationen for tangenten i en godtycklig punkt (a; f(a)).
Derivatan ges av f'(z) = 6z och med hjilp av enpunktsformeln kan vi skriva

ekvationen fér tangenten:
y—fla)= f'(a)(x —a) < y— (302 42) = ba(z — a)

vilket efter forenkling ger y(z) = 6az — 3a?+ 2. En sadan tangent passerar genom
origo om och endast om y{0) = 0. Deita ger ekvationen ¥(0) = —3a?+2 = 0 som
har I8sningarna a = £/2/3. Funktionsvirdet i dessa punkter &r J(£/2/3) =4
och de tva punkterna r (1/2/3,4) odh (—/2/3,4). Bilden nedan visar lésningen
grafiskt. ey
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3. Lat fle) = 2
punkter, asymptoter, samt skissa funktionens graf.

. Bestim funktionens definitionsméngd, lokala extrem-

Vi foljer arbetsgingen for kurvkonstruktion:

1. Bestdm definitionsméngd. Vi ser att ndmnaren i funktionen ges av N(z) =
2? — 3, och har dérmed att N(z) =0 <= x = ++/3. Vi har att téljaren
T(++/3) # 0, vilket innebir att Dy = {z;z # ++/3}. Randpunkter fér Dy
Ar —00, ﬁ\/g, V3,00

2. Bestdm eventuella asymptoter. Vi har lodréta asymptoter i z = —+/3 och
/3. Nira dessa beter sig funktionen enligt:
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Vi underséker nu sneda asymptoter:
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Alltsh y = kxz +m = 0z + 2 = 2 &r en sned asymptot d& x — Fco.

3. Lokala extrempunkter.
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Extrempunkter ges av losningar till f’ (z) = 0 och eftersom ndmnaren #r
nollskild i D s& har viatt f'(z) =0 <= ~l4z =0 <= =0.

Vi understker tecknet av f'(z) runt denna punkt och finner att f'{—1) =
7/2och f'(1} = —7/2. Allts& tecken viixling -+, 0, — och ett lokalt maximum.




4. Teckentabell for f'(z) och f(z) Jntressanta_punkter ir: —o00, ~/3,0, v/3, co.
Vi anviinder informationen ovanl och komplementerar med att f/(—2) > 0,
f'(2) <0 och att £(0) = ~1/37F :

T oC ——\/5 0 \/5 00
iy {0 |+ + 10 - - |0

flz) 12 | 7 VAR I 2

o0 = O

Med informationen i tabellen kan vi nu skissa grafen som ser ut som nedan.
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4, Bestdm stirsta och minsta vérde for funktionen f(z) = 22° — 6z definierad pa
Dy = (=2,9].
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;‘;J@rs\a virdel Ar 4, som aolos {%‘f X2l oth x=2
Mirsta varded Be =4, som paltas r.é‘r“ X= | .




5. Lat f(z) = e ®(2® + 2z + 2). Bestdm funktionens definitionsmingd, lokala
extrempunkter och asymptoter. Bestdm dven inflextonspunkter, pa vilka intervall
funktionen &r konkav respektive konvex, samt skissa funktionens graf.

Vi foljer arbetsgangen for kurvkons’_cru_lgtibﬁf
{_i'-“",“‘_ . -'x
1. Bestdm definitionsméngd. Funktionen' f*kan ocksé skrivas f(z) = %ﬁﬂ
med nidmnare N(z) = ¢, men.e® # 0 for alla a0 vilket innebér att f ar

definierad for alla  och Dy =R,

2. Bestém eventuella asymptoter. Eftersom D; = R finns inga lodrata asymp-
toter.

Vi underséker nu sneda asymptoter och borjar med x — oco:

2 4 9z + 2 21090 1 2/ 22
kol 2@ _ oy 22 242 2/
Feo I =00 ze® 2400 Te®
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= lim 7:(1 + 2/$,+ 2/a%) 0
T—+00 el
242 2 2 2
m = lim (f(z) - kz) = tim 22202 05— fim © (+2/z+2/2%)
£—300 100 fend T—co et

Alltsa y = kx +m = 0 4r en asymptot d& = — co.
Vi undersdker nu & — —co! b 1c
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= lim —4(1 - 2/t + 2/t%)et = —o0
Allts, existerar ingen asymptot di z — —oo.
3. Lokala extrempunkter. (f'{z) = 0)
fllz)=—e™(z* +2x+2) + e (22 +2) = —2e T =0 <= ¢ =0,

Vi undersoker tecknet av f'(z) runt denna punkt och finner att f'(—1) =
—~1/e och f'(1) = —1/e. Alltsd tecken vixling —,0, — och vi har en terass-
punkt.

4. Inflexionspunkter.
Inflexionspunkter r l6sningar till ekvationen f”(x) = 0, men vi méste ocksé
forsdkra oss om att f” vixlar tecken i dessa punkter.
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f”(m) —

—e7F(—z?) + e~ (~22) = e "(z* ~ 2z).

ffx2)=0 <= z(x—2)=0 < z=0e¢ller 2

Vi undersoker tecknet kring dessa punkter och ser att f’(—1) = 3e > 0,
(1) = —e < 0 och f"{3) = 3/e > 0. Vi har alltsd teckenviixling kring

z =0 och 2.

Funktionsviirdet i dessa punkter dr f(0) = 2 och f(2) = 10/e® och vi kan
darfor sluta oss till att (0;2) och (2;10/e?) 4r inflexionspunkter. Vi kan
ocksd sluta oss till att f dr konvex pd (—o0,0) U (2,00) och konkav pa

0,2).

5. Teckentabell for f*(xz), f'{x) och f(z). Intressanta punkter &r; —o0,(, 2, co.

T —00 0 2 400
fﬂ(x) i + (o0 =10 .+;‘.';{H
F@ = [ o= ==
flz) |oo N2 N 10/&2 N |0

Med informationen i tabellen kan vi nu skissa grafen som ser ut som nedan.




6. Bestdm konstanten k sédan att funktionen f(x) = ke™ + Inz har ett lokalt
extremvérde i punkten (1; (1)), Bestim &ven typen av extremvirdet.

Ett extremviirde karakteriseras av f'{z) = 0. Vi maste alltsd bestimma kon-
stanten & s& att f/(1) == 0.

R |
['(a) = —ke "+ =

FO)=—~kfe+1=0 = k=c

Fér att undersika karaktéren pa extremvardet beriknar vi . Insiittning av & = e
ger f(z) =e'™" 4 Inz och

o1
/ — L pl-x -
Sz) f_e + z

samt

. 1
f”(ﬁ?) - 61 T E
Alltsa har vi f"(1) = 0 och andraderivatan hjilper oss darfor inte, utan vi behover
gbra en teckenstudie av f’ runt den kritiska punkten. Vi ser da att f/(1/2) =
—ve+2>0och f'(2) = ~1/e+ 1/2 > 0, alltsa teckenviixlingen +,0, + vilket
svarar mot en terasspuinkt. ‘




7. Formulera Lagranges medelvirdessats.

Antag att funktionen f ér kontinuerlig i det slutna intervallet |a, b] och deriverbar
1 det 6ppna intervallet (a,b), da finns minst en punkt £ € (g, b) sddan att

(b) = fla) = ['(€)(b ~ a).




